
 



 



 



 



,

CALCULO VECTORIAL



A PUBLICAR:

PUBLlCAÇOES DO NÚCLEO DE

MATEMÁTICA, FíSICA E QUíMICA

N.D 1 - Bento de Jesus Caraça - CÁLCULO VECTORIAL

António da Silveira - INTRODUÇÃO À TEORI4 DA ELECTRICI

DADE E DO MAGNETISMO

António Monteiro - TEORIA DAS MATRIZES

Rui Luís Gomes - RELATIVIDADE RESTRITA

Herculano Amorim Ferreira - RADIAÇÃO DO CORPO NEGRO:

TEORIA QUÂNTICA DOS CALORES ESPECíFICOS

Manuel Valadares - EFEITO FOTO-ElÉCTRICO



•

PUBLlCAÇOES DO NÚCLEO DE

MATEMÁTICA, FíSICA E QUíMICA

BENTO DE JESUS CARAÇA
PROFESSOR DO INSTITUTO SUPERIOR DE
CIÊNCIAS ECONÓMICAS E FINANCEIRAS

DEPOSIT ÁRIA
LIVRARIA SÁ DA COSTA
LARGO DO POÇO NOVO

LISBOA /1937

CÁLCULO

N.o 1

Æ?.133168

VECTORIAL
POR



 



CITAÇÕES

Os números em elzevir referem-se a fórmulas.
Os números em «kabel» fino a parágrafos.
Os números em «kabel» grosso a capitulas.

Exemplo:
Pg. 87, linha I: [1, 7, 45)J -> fórmula 45) do parágrafo 7 do

ca pitulo Io"



 



CAPÍTULO I

ÁLGEBRA VECTORIAL

I. FUNDAMENTOS

1. - Histórica. O cálculo vectorial è de constituïção rela
tivamente recente e anda ligado, na sua origem, à procura
duma possível representação geométrica dos números imagi
nários. Por isso, os vectores aparecem, considerados como
linhas dirigidas, na obra de C. Wessel Essai sur la repré
sentation de la direction (1797) e de J. Argand Essai sur une

manière de représenter les quantités imaginaires dans les
constructions géométriques (1806). Com a publicação das
obras de G. Bellavitis sôbre as equipolências (a partir de
1832) da Ausdeltnungslehre de H. Grassmann (a partir de
1844) e dos trabalhos de W. Hamilton sôbre os Quaterniões
(a partir de 1843), pode considerar-se fechado o primeiro
ciclo, o ciclo preparatório, da história do Cálculo Vectorial.

Deve-se principalmente a J. W. Gibbs e O. Heaviside
(ambos na segunda metade do século XIX) a estruturação
dêste ramo das ciências matemáticas com a forma que hoje
apresenta.

Define-se ainda hoj e, freq üentemente, vector como um

segmento de recta orientado, tomando-o, portanto, como uma
entidade de carácter geométrico, como o era para os inicia
dores do cálculo vectorial. Mas os modernos pontos de vista
sôbre êste corpo de doutrina não se compadecem com tal
critério fundamental ......_ há que, a partir do conceito geométrico
de segmento orientado. deduzir outro, de carácter analítico,
que fará, propriamente, o objecto de estudo do ramo de
Análise que designamos por Cálculo Vectorial.

E essa orientação, seguida, por exemplo, por M. Lagally
Vektor-Rechnung, a adoptada nos parágrafos seguintes.
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2. - Segmento orientado. Translacção. Definições.
Consideremos uma recta R) e, a partir dum ponto arbitrário 0,
fixemos sôbre ela um sentido positivo e um sentido nega
tivo (fig. 1).

A convenção da

A B

existência de sentidos opostos numa

mesma recta é fundamental
em tudo que vai seguir-se.
Ela permite-nos, a partir de
cada segmento ou porção da

recta, definido por dois pontos A e B, distinguir dois segmentos
dirigidos ou orientados - o segmento de A para B, origem A

e extremidade B, que representaremos por AB, e o segmento
de B para A, origem B e extremidade A, que-representaremos
por BA.

Um segmento dirigido ou orientado é, por conseqüência,
definido por dois pontos quaisquer do espaço, A e B, e pela
adjunção do conceito de ordem a que se sujeitam êsses dois

pontos.
Dois segmentos dirigidos que diferem um do outro apenas

pela ordem dos pontos que os definem, dizem-se opostos:
o segmento dirigido BA é o oposto do segmento dirigido AB.

Chama-se módulo dum segmento orientado AB à distância,
em valor absoluto, dos dois pontos A e B ; representá-Io-hernos
por mod AB.

Atribuamos a mod AB o sinal + ou o sinal -

, conforme
o sentido de A para B coïncidir ou não com o sentido posi
tivo da recta sôbre a qual existe AB; ao número assim obtido

dá-se o nome de medida algébrica de AB e representá-lo-hernos
por med AB ; tem-se portanto med AB = -t:_ mod AB conforme
o sentido de AB fôr positivo ou negativo, em relação ao eixo
sôbre o qual se encontra:

1) med AB = I + mod AB --- AB tem .sentido positivo
I - mod AB --- AB tem sentido negativo.

_+_

Fig.l

Qualquer que seja o sinal do sentido de AB, é sempre
verdade que

2) med AB = - med BA.

Dá-se o nome de translacção a todo o movimento dum
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corpo no espaço tal que as posiçoes inicial e final de cada
um dos seus pontos definem segmentos orientados paralelos
e com as mesmas medidas algébricas (igualdade de módulos
e de sentidos).

Uma translacção fica conhecida portanto desde que se

conheça o segmento orientado
definido pelas posições inicial

�A �e final dum dos pontos d0.Æ
..,

•

corpo considerado; as posições
finais dos outros pontos são de-
terminadas por segmentos orien-
tados paralelos e de medidas Fig.2

algébricas iguais ao primeiro.
Éste facto vem chamar a atenção para o papel irnportante

que desempenha a existência de segmentos orientados nas

condições indicadas, a que chamaremos segmentos equipo
lentes.

Dois segmentos equipolentes AB e A'B' (fig. 2) são por
tanto tais que os quatro pontos A, B, A', B', definem um

paralelogramo, a não ser que AB e A'B' existam sôbre a

mesma recta; neste caso a equipolência é definida simples
mente pela concordância de sentidos e igualdade de mó
dulos.

Sempre que nos quisermos referir, indistintamente, ao

segmento orientado AB e aos seus equipolentes, diremos que
AB é definido ou dado a menos duma equipolência.

Estas definições permitem-nos agora dizer que tõda a

translacção no espaço é, independentemente do local em que
se realiza, determinada univocamente por um segmento
orientado, dado a menos duma equipolência; representare
mos a translacção, determinada pelo segmento AB, por tAB'

Daqui resulta que se AB é equipolente a A'B', AB se pode
fazer coïncidir com A'B' por meio da translacção tAA, (v. fig. 2).

Consideraremos ainda como iguais tôdas as translacções
que só diferem pelo local do espaço em' que se efectuam,
isto é, que são determinadas pelo mesmo segmento orientado,
definido a menos duma equipolência:

3) tAB = t A'B'
� AB equipolente a A'B'.
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Chama-se translacção nula aquela em que a origem coïn
cide com a extremidade e escreve-se

4)
Ao segmento orientado correspondente chama-se, ainda,

segmento nulo, e escreve-se

5) AA=O.

Propriedades. Do que está dito, deduz-se que as proprie
dades da igualdade de translacções são a resultante imediata,
o decalque das da equipolência e reciprocarnente. Ocupemo
-nos destas.

l ." (reflexiva). Todo o segmento orientado é equipolente
a si mesmo; é uma conseqüência imediata da definição.

2.a (simétrica). Se AB é equ potente a A'B', também A'B'
é equipolente a AB ,. com efeito, o paralelogramo

definido por A, B, A', B' é o mesmo que o definido por A',
B', A, B.

'

3.a (transitiva). Se AB é equipolente a A'B' e A'B' equi
polente a A"B", é AB equipolente a A"B" ; com efeito,

da definição resulta que A"B" é paralelo a AB (por ser paralelo
a A'B' e êste a AB) que os sentidcs coïncidem e que é

mod A"B" = mod A'B' = mod AB.

3. - Composição de translacções.
A). Translacções com a mesma direcção. Definição. Sejam

dadas duas translacções paralelas; como os segmentos orien
tados que as definem são definidos a menos duma equipo
lência 12], pode sempre supôr-se que êles estão sôbre a mesma

recta e que, além disso, a origem dum coïncide com a extre
midade do outro. Sejam então AB e BC êsses segmentos e

tAB e tBC as, translacções correspondentes.
Consideremos a translacção tAC cuja origem é a origem

da primeira e cuja extremidade é a extremidade da segunda.
Á operação pela qual às translacções tAB e tBC se faz corres

ponder tAC chama-se composição ou adição de translacções;
à translacção tAC chama-se resultante ou soma das translac

ções tAB e tBC e escreve-se
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6)
ao segmento orientado AC chama-se, ainda, soma dos segmen

tos orientados AB e BC e escreve-se

7) AC=AB -i-- BC.

As igualdades 6) e 7) não são, afinal, mais do que tradu

ções diferentes da mesma operação fundamental - a da COIll

posição de duas translacções ou dos segmentos orientados

correspond en tes.
Como se vê, a operação é de efectivação simples: faz-se

coïncidir a origem duma (a segunda) com a extremidade da

outra (a primeira) e toma-se a translacção determinada pela
origem da primeira e extremi-
dade da segunda. Na figura junta A-n C
estão figurados casos q ue po-
dem apresentar-se quanto aos

sentidos dos segmentos orien- A C B

tados.
As setas inferiores repre

sentam os sentidos dos segmen
tos a compôr; as superiores o

do segmento soma.

Em particular, tem-se imediatamente a partir da definição
e de 12, 4)1

8)

c. A B

Fig.3

ou 9) AB + BA=O

que nos indica que a soma de dois segmentos orientados

opostos é nula,
A construção da soma mostra ainda que entre as medidas

algébricas se verificam, quaisquer que sejam os sentidos dos

segmentos considerados, as relações
IO) medAC=medAB + medBC,

e, em particular,
11) med AB + med BA = O

que coïncide, aritmèticamente, C0111 [2, 2)].



6 CALCULO VECTORIAL

A cornposrçao de mais de duas translacções define-se
como habitualmente se define a adição de mais de duas par
celas: compõem-se as duas primeiras, a translacção obtida
compõe-se com a terceira e assim sucessivamente. Resulta
daqui que tAB + tBC + tco= tAD e, em geral,

12) tAIAo + tAoAJ + ... + tA _IA =tAIA ,
_ _ n r: n

igualdade à qual corresponde, para os segmentos orientados
correspondentes,

13) AIA2 + A2AJ + ... + Àn_IAn = AJAn
relação válida, pelo que está dito, qualquer que seja a posição
relativa, sôbre a recta, dos pontos Al"" An' Em particular
tem-se, como conseqüência imediata de 13) e 9),

-

14) AIA2 + A2AJ + ... + An_IAn + AnAl = O.

Para as medidas algébricas verificant-se as relações gerais
15) med AIA2 + + med An_IAn = med AlAn
16) medAIA2 + + medAn_IAn + medAnAJ =0.

A justificação do nome adição dado, também, à operação
que estamos estudando, está nos resultados do estudo, a que
vamos proceder, das suas propriedades.

Propriedades. La - A operação é uniforme. Com efeito,
de tAB = tA'B' e tBC = tB,c' resulta imediatamente, em virtude
da definição, tAB + tBC = tA'B' + tB,c' e relação análoga para
os segmentos orientados.

2.11. - É tAB + O = tAB' Com efeito:

tAB + O = tAB + t BB
= tAB'

3.a -- A operação é comutativa. A igualdade: tAB + tco =

= tco + tAB' que exprime a comutatividade, é, com� fàcilmente
se reconhece, uma conseqüência imediata da construção por
meio da qual foi definida a operação.

4.11. - A operação é associativa. Anàlogamente, da cons

trução resulta que

tAB + (tHC + ico) = (tAB + tBC) -+ tco·
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s.a - De tAB + tco = tA'B' + tco resulta tAB = tA/B/. So

memos, com efeito, a ambos os membros da igualdade, a

translacção toc; a igualdade mantém-se, pela propriedade l .",
e vem tAB + tco + toc = tA'B' + tco + toc donde, pela
associatividade, tAB -I- (tco + toc) = tA/B, + (tco + toc)
donde [8)] tAB + 0= tA'B' + O, donde, finalmente, pela pro

priedade 2.a, tAB = tA/B, .

Em conclusão, a operação goza das mesmas propriedades
que a adição ordinária, à parte aquelas que se prendem com

os conceitos de maior que e menor que, que aqui não foram
introduzidos mas que não são essenciais no algoritmo soma

(vide, por exemplo, as propriedades da soma de números
complexos, Lições (1), Vol. I, 2, 3).

É fácil definir, agora, subtracção de duas translacções.
Chama-se diferença das duas translacções tAB e /cn e escre-

ve-se tAB - tco, à soma tAB + toc:

17)

Verifica-se imediatamente que a diferença é aquela trans
lacção que somada com o subtractivo tco reproduz o aditivo

tAB; efectivamente/ tAB + toe) + tcO=tAB + (toc + tco) =
=tAB+O=tAB·

Com esta propriedade fica estabelecida a analogia com a

subtracção ordinária; as duas operações podem fundir-se
numa só, a soma algébrica, regida por um conjunto de leis
análogas às da soma algébrica ordinária, cuja verificação omi
timos por ser longa e fastidiosa.

B). Translacções com direcções diferentes. Definição. Dadas
duas translacções não paralelas quaisquer, define-se duma
maneira inteiramente análoga à anterior, a operação da
composição: faz-se coïncidir a origem da segunda com a

extremidade da primeira e considera-se como resultante ou

.
(I) A designação Lições refere-se a Lições de ..i lgebra e A na

lise do autor.
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L}C
A

B

soma das duas translacções dadas aquela translacção cuja
origem é a da primeira e cuja extremidade é
a da segunda (v. fig. 4, as setas indicam os

sentidos dos segmentos orientados).
Escreve-se ainda

6) tAB + tBC=tAC e 7) AB + BC=AC,

continuando, também, a chamar-se a AC soma

dos dois segmentos orientados AB e Be.
A adição, ou composição, de mais de duas translacções

define-se como habitualmente; na fig. 5 está construída a

soma de três translacções tI = tAB' t2 = tBC' t3 = tco·
Propriedades. 1." - A operação é uniforme. Resulta ime

diatamente da construção.
2.a._ É tAB + O = tAB' foi já estabelecida atrás.
3." - A operação écomu-

tativa. E o que re

sulta da Iigura 6, visto que
AB é equipolente a DC e BC
equipolente a AD.

4." - A operação é asso-

ciativa. Com efeito, A
da figura 5 resulta que é

AD=t, + tp + t3 eque, par
outro lado, se tem AD = tI + (t2 + t3) e AD �= (tI + Ip) + t3.

5." - De tI + t3 = 12 + t3 resulta t, = tp• Demonstração
inteiramente análoga à da propriedade 5.a anteriormente esta
belecida.

Em conclusão, a operação goza das propriedades da adição
ordinária, com o .que se justifica o emprêgo da designação
soma. Quando as translacções tiverem tôdas a mesma direcção.
a operação reduz-se à anteriormente estudada, com tôdas as

conclusões que lá foram deduzidas.
Verificarn-se aqui as igualdades 12), 13) e 14), mas as

igualdades io), 15) e 16), sôbre as relações entre as medidas
a Igébricas, são privativas do caso em que as, translacções têm
tôdas a mesma direcção.

Aquelas são, portanto, mais gerais que estas.

Fig.4

t,
c
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Pode ainda definir-se subtracção de translacções com

direcções diferentes e, para o fazer, adoptaremos a mesma

definição:

17) tAB- tco= tAB + toc·
A figura 7 mostra como se construi a diferença.
A diferença das translacções t, = AB (aditivo) e t2 = BC

é a translacção tI -

t2 = tAC'
Vê-se na figura que a soma de tl- t2 = tAC' = tA'B com

t2=tBC é tA'C=tAB=tl C
o que mostra que a diferença é
ainda aquela translacção que
somada com a translacção sub
tractivo reproduz o aditivo.
Com isto fica estabelecida a

identidade da operação agora A t, B
definida com a subtracção or- Fig.6
dinária.

4. - Produto por um número real. Na definição e estudo
da multiplicação duma translacção, ou um segmento orientado,
por um número real, seguiremos as étapes seguintes: ajo número
é inteiro e positivo; b} o número é fraccionário pcsitivo da
forma � ; c} o número é racional positivo qualquer; d} o

número é real positivo qualquer; e} o número é real negativo.
A). Número inteiro e positivo n. Definição. Definiremos

a operação, cujo resultado se representa por n.tAB, pela
igualdade

18) n.tAB = tAB + tAB + ... + tAB
à qual corresponde, operando sôbre os segmentos orientados,
a definição de n.AB pela igualdade

(n)
�-------�-------

19) n.AB = AB -I- AB + ... + AB .

(11)
...-'_-------

Se n = O ou tAB = O, põe-se, por definição,

20) O.tAB=O, n.tAA =0.
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Propriedades. l ." - O produto ll.tAB é uma nova trans

lacção com a mesma direcção e sentido que tAB e

com módulo igual a n.mod tAB' Resulta imediata
mente da definição e das propriedades da soma; a relação

21) mod (n.tAB) = n.mod tAB
é conseqüência directa de [3, 15)J.

A operação de que estamos tratando consiste, portanto,
t,

C
na dilatação duma translacção na

sua direcção e sentido.
2.'" - A operação é uniforme.

É conseqüência imediata aa uni
formidade da soma. Notemos, em

particular, que esta propriedade
significa que: de n = n' resulta

,
-

ll.tAB = n .tAB; de tAB = tA B'
resulta n.tAB = n.tA'B"

3.a - Do anulamento do pro-
e' duto resulta o anula

mento de, pelo menos,
Fig. 7 um dos factores. Efecti-

vamente, .se nenhum dos factores
é nulo, a soma 18) é necessàriamente diferente de zero,

4.a - Se n --:-- O, de n.tAB = n.tcD resulta tAB = tCD; se
,

, , '

tAB 1= O, de n.tAB = ll.tAB resulta n = n. E conse-

qüência imediata da uniformidade.
5.a - A operação é distributiva em relação à soma de

números. Com efeito, das propriedades da soma

tem-se ---f:.:::__ T� ___!!!!!_____{m + n).tAB=tAB -+- ... -+- tAB =(tAB -+- ... -+- tAB) +
(n)

----------------�

-+- (tAB -+- ... -+- tAB) donde

22) {m + n).tAB
= m.tAB -+- n.tAB .

ô." � A operação é distributiva em relação à. soma de
translacções. A figura 8, em que se fêz n = 3,
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mostra que a igualdade
23) n.( tI + t2) = n.t, + n.t;]

é uma conseqüência da definição, da construção da soma e

das propriedades da semelhança de triângulos. '

7.a - A operação é comutativa, e associativa no sentido

da seguinte igualdade
24) m.(n.tAB) = n.(m.tAB) = (m.n).tAB.

É de verificação imediata.

B). Número fraccionário positivo da forma � . Definição.
Dada a translacção tAB
e o número fraccionário
I

n , chama-se produto
do número pela trans

lacção, e representa-se

por-� ·tAB, àquela trans- A.L:.=--..J..t------:f

lacção (se existir) cujo
produto por n é tAB:

25) �.tAB=txy �n.txy=tAB·
A demonstração da existência de tXY' satisfazendo à igual

dade de condição, é fácil: basta tomar para tXY aquela trans

lacção com a mesma direcção e sentido que tAB e tal que

n.mod tXlI = mod tAB' É claro que esta translacção é única,
em virtude da uniformidade da operação da multiplicação
por um número inteiro e positivo.

Propriedades. Verifica-se fàcilmente, a partir da definição,
que se mantêm as propriedades atrás estabelecidas.

Fig.8

C). Número racional positivo qualquer. Seja a translacção
tAB e o número racional positivo � . Define-se produto de
III m t
Il por tAB' que se representa por n' AB I por meio da

igualdade

26) 1:.tAB=m.(�.tAB)
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em virtude da qual a operação fica reduzida às estudadas nos

dois casos anteriores.
É óbvio que se mantêm as propriedades.

D). Número real positivo qualquer. Definição. Seja a trans

lacção tAB e o número real positivo i" definido pelo corte

(L,M) no conjunto dos números racionais. fixado um ponto
arbitrário ° como origem sôbre uma recta, formemos os pro
dutos r.tAB e s.tAB onde r é um número qualquer de L e s

um número qualquer de M. Como é r < s, tem-se
r.mod tAB < s.mod tAB; se chamarmos R e S as classes dos

pontos extremidades respectivamente dos produtos r.AB e s.AB,
com origem em 0, é claro que os pontos de R estão à esquerda
dos pontos de S.

Completemos as classes R e S do modo seguinte: cons-

trui-se a classe R que tem: a} todos os pontos de R; b) todos
os pontos da recta tais que to�os os pontos de S lhe estão à

direita_! construi-se a classe S com os pontos que não for

mam R.
As classes R e S formam um corte na recta; seja P o

ponto por êle definido; por definição, toma-se o segmento
orientado OP como produto i,.AB e, correspondentemente, a

translocção top como produto i-, tAB:
.

,

27)
Da definição resulta, claro, que a translacção top existe

sempre e é única.

Propriedades. Da definição e das propriedades gerais dos
números reais [Lições, Vol. I, 1, 42 a 501 resulta que as

propriedades mencionadas nos casos anteriores se mantêm;
omitimos, por ser longa, a verificação respectiva.

E). Número real negativo qualquer. Definição. Seja o

segmento orientado AB e o número real e negativo i -, faça-
1110S .u = L_ i" p. > O. Por definição, chama-se produto de i.

por AB, que continua a representar-se por j,.AB, ao segmento
orientado oposto [2] do segmento orientado p..AB.

É claro que o oposto de r.AS é p..BA visto que'
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p·.AB + I'-.BA = p·.(AB + BA) = 1'-.0 = O logo, tem-se

28) 1.AB=t'-.BA 1.<0, P.=-I-,

Anàlogamente se tem

28 a) J..tAB = P..tBA 1. < O, l" =
- J .•

Propriedades. Da definição resulta imediatamente que se

mantêm tôdas as anteriores, excepto a primeira, que aqui toma

o aspecto seguinte: o produto 1·.tAB, I. < O, é uma nova trans-

lacção com a mesma direcção que tAB' sentido oposto, e de

módulo tal que

29) mod (I.. tAB) = I 1. i·mod tAB'

igualdade esta que vale, afinal, em qualquer caso.

5. - Sistemas lineares. As considerações feitas nos dois

parágrafos anteriores podem ser resumidas do modo seguinte:
Partiu-se da entidade translacção t, = tAB (ou do segmento

orientado correspondente AB) e definiram-se duas operações
a composição ou adição t, + t2 e o produto 2.tl da translacção

por um número real. Provou-se que essas operações gozam

das propriedades seguintes:

1) A soma de duas translacções é uma translacção:

tI + t2 = tJ.

2) Existe uma translacção especial, denominada translacção
nula, tAA = O, tal que tI + tAA = tI.

3) A adição é comutativa: tI + t2 = t2 + tI.
4) É associativa: tI + (t2 + tJ)=(tl + t2) + tJ.
5) De tI + tJ = t2 + tJ resulta tI = t2;

de t, = t2 resulta tI + tJ = t2 + tJ.
6) O produto p.tl é uma translacção: p.tl = t2•
7) De f='1 resulta p.tl ='1.tl i de t, = t2 resulta p.t,=p.t2•
8) Do anulamento do produto resulta o anulamento de,

pelo menos, um dos factores:

f·t,o= O � P = O ou t, = o.



30)
n

l: J,. Ui = I'n + I.
1=1
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9) Se p:op O, de p.tl = �.t2 resulta tI = t2; se tI -f O, de
f.tl = (J.tl resulta p = (J.

10) A operação é distributiva em relação à soma de
números reais: (p + (J).tl = p.tl + (J.tl •

11) É distributiva em relação à soma de translacções:
P·(tl + t2) = p.tl + f.t2·

12) É comutativa e associativa no sentido da igualdade
p.( (J.tl) = (J.fP.tl) = (p.17).tl .

Pois bem; sempre que, dada uma classe U de entidades
quaisquer ui:

a) se define uma operação de composição ou adição, pormeio da qual de ui e Uk se determina ul (também pertencente
a U) a que se dá o nome de soma de ui com Uk :

"t: uj + Uk;

b) se define uma operação f.ui' de multiplicação de ele
mentos dessa classe por números dum corpo R;

c} além disso, essas duas operações gozam das dôze pro
priedades cujo resumo acabamos de dar;
diz-se que a classe U constitui um sistema linear, no corpo R,
em relação à operação da adição ou composição.

Em virtude destas definições, podemos então dizer que a
classe das translacções no espaço constitui um sistema linear,
no corpo dos números reais, em relação à operação de com
posição.

Dependência e independência linear. Dimensões do sis
tema. Sejam UI' u2 I ••• un' n elementos do sistema linear U
e R o corpo de números no qual êle é definido.

Diz-se que entre êsses n elementos existe uma relação
linear, no corpo R, de coeficientes não fodos nulos, quando
há n + 1 números de R, 1'1' ... I'n' i'n + l' dos quais entre os

primeiros n há um, pelo menos, diferente de zero, e tais que
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Os números )i' i= 1, 2, ... n, dizem-se os coeficientes da

relação linear.
A relação diz-se linear e homogénea quando I'n + I

= O,

isto é, quando

31)
n

1: I'i . ui = O.
i=1

Nesta hipótese, diz-se, ainda, que os n elementos Ui são

linearmente dependentes no corpo R.
Quando, qualquer que seja o conjunto de n números de R,

não todos nulos, não tem nunca lugar a relação 31) ou, por

outras palavras, quando 31) só é possível se os )'i fôrem todos

nulos, os n elementos Ui dizem-se linearmente independentes

no corpo R.
Sempre que não se faz menção do corpo de números ao

qual pertencem os )'i' entender-se há que êles são números

reais quaisquer; é o que suporemos daqui em diante.

Um sistema linear diz-se a n dimensões quando:

a} existem nele n elementos linearmente independentes;

b} quaisquer que sejam os n + 1 elementos uI"" un'

uTI + I' êles são sempre linearmente dependentes.
Em todo o sistema linear U a n dimensões, há sempre n

elementos linearmente independentes ui' i = 1, 2, ... n, tais

que, dado um elemento qualquer u de U, existe um conjunto
único de números reais PI' ... fn não todos nulos, satisfazendo
à relação

32)
TI

U = 2: Pi • ui'
i=1

Com efeito, sejam UI' U2, ••. un' n elementos linearmente

independentes, os quais existem sempre porque o sistema tem,
por hipótese, n dimensões.

a} De serem u, UI' •.• un linearmente dependentes, resulta

que )'/' uI + ... + ')'n' un + )'n+I' u=O com ')'n+I=I=O, por

que se fôsse "'An + I
= O os n elementos Ui seriam linearmente
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dependentes contra a hipótese; resolvendo esta igualdade em

/ ..

ordem a u, tem-se 32), onde é Pi=- _

1_.

)'n+l
b) O conjunto dos fi' i = 1,2, ... n, é único; se houvesse

outro conjunto de n números reais, sejam '7i, i = 1,2, ... n,
n

tal que U = 2: '7i• Ui' ter-se-ia 2: '7i .lli = � Pi' Ui donde
i=1

�(fi- (Ji)' ui=O; ora êstes n coeficientes têm que ser todos

nulos, porque se o não fôssem os ui não seriam linearmente

independentes, logo Pi= '7i, i = 1,2, ... 11:.

Aos n elementos ui' linearmente independentes (e que,

quanto ao reste, são escolhidos arbitràriamente) nos quais se

exprimem, segundo 32), todos os outros elementos de U,
dá-se o nome de base do sistema linear U; aos Pi' Ui'
i = 1,2, ... n, dá-se o nome de componentes de U e aos Pi o

de coeficientes de a na base UI' u2 , ••• /lI!'

As definições dadas levantam a seguinte questão: c" a quan
tas dimensões é o sistema linear das translacções no espaço?
A resposta será dada num dos parágrafos seguintes [7].

,

6. - Definição de vector. O conceito de translacção é de
carácter físico; o de segmento 'orientado, ao qual reduzimos
o seu estudo, é de carácter geométrico. Convém ainda, se pos

sível, introduzir uma nova entidade, não de carácter físico ou

geométrico, mas aritmético, entidade que possa ser sujeita aos

métodos gerais da Análise, cuja fecundidade em tantos domí
nios tem sido posta à prova.

Isso é possível, e faz-se pela introdução dum novo con

ceito - o vector livre - definido como segue:
Dados dois pontos A e B e o seu segmento orientado AB,

-+

chama-se vector livre de AB, e representa-se por AB, a uma

função dos dois pontos A e B, e portanto de AB
-+-

AB = f(AB)
satisfazendo às condições seguintes:



34)
-----+

f.AB =' 1(p.AB).
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1.1l_ Essa função toma o mesmo valor para todos os

segmentos orientados equipolentes a AB e só para êsses.

A igualdade de vectores livres, tradução aritmética do con

ceito geométrico de equipolência de segmentos orientados, é,
portanto, reflexiva, simétrica e transitiva.

2.
a

_ Põe-se 1 (AA) = O e por esta igualdade se define

vector nulo.

3.a - Sôbre essa função é definida a operação de adição
do seguinte modo: dados os dois segmentos orientados AB

-----+

e CD e os vectores livres correspondentes AB = 1(AB),
-----+ -� -----+ -----+ -----+

CD = 1(CD), define-se soma AB + CD de AB com CD,
pela igualdade

33)
-----+ -----+

AB + CD = {(AB + CD).

Desta definição resulta que a soma de vectores livres é um

vector livre e que a operação gosa de tôdas as propriedades
estabelecidas em [31 para a soma de translacções ou segmentos
orientados.

4.
II.
- Sôbre a mesma função define-se a operação de mul

tiplicação por um número real, do modo seguinte: dado o
-----+

número real p e o vector livre AB = 1 (AB), chama-se produto
-----+ -----+

de f por AB, e représenta-se por p.AB ao vector livre definido

pela igualdade

Daqui resulta que o produto dum vector livre por um

número real é um vector livre e que a operação gosa de tôdas
as propriedades estabelecidas em [4] para o produto de trans

lacções por um número real.

As vantagens da introdução desta nova entidade serão apre

�ia?as nos desenvolvimentos que vão seguir-se. Por agora,
ínsístiremos apenas em que o vector livre é de carácter ana-
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lítico e não geométrico (1); o vector não é o segmento orien

tado, é uma função do segmento (e dos seus equipolentes) que

o determina univocamente, como êle determina o segmento, a

menos duma equipolência.
Rigorosamente, deve dizer-se sempre

- seja dado o vector
---+

livre AB, função do segmento orientado AB; simplesmente,
a esta maneira de dizer substitui-se habitualmente esta outra,

---+

mais abreviada - seja dado o vector livre AB - como se entre

êle e o segmento houvesse identificação e não, apenas, corres

pondência.
Na prática corrente trataremos o vector livre como se êle

fôsse o segmento - não há mal em o fazer, desde que a con

sideração permanente daquilo que os une não faça esquecer o

que, no fundo, os separa
-- os domínios diferentes a que per

tencem.

Dá-se, aqui, uma coisa parecida (não idêntica) ao que se

passa com as funções: na linguagem, confunde-se corrente

mente a função com a sua expressão analítica, dizendo, por

exemplo - seja dada a função y = x.sen x, quando deveria di
zer-se- seja dada a função cuja expressão analítica é y= x.sen x.

Aqui passa-se coisa análoga, tomando uma imagem geométrica
pela entidade abstracta; é assim que, por exemplo, a figura 4

t31 se considera como significando, de facto, a adição de vecto

res, quando é apenas a imagem concreta da operação abs
tracta adição de vectores livres.

Do mesmo modo, a direcção, o sentido, a origem, a extre
midade, o módulo, a medida algébrica do segmento orientado

AB, dizem-se direcção, sentido, origem, extremidade, módulo,
---+

medida algébrica do vector livre AB = /(AB); o módulo do
---+ . ---+

vector livre AB representa-se por mod AB. fala-se, ainda, em

(I) Contràriamente às definições dadas na maior parte dos tra

tados. Vid., no entanto, M. Lagally - Vektor-Rechmeng (Leipzig,
1928) pg. 3 e 4; a mesma orientação é adoptada por R. Bricard -

Le Calcul Vectoriel, Paris, 1929, pg. IO.
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equipolência de vectores como significando a equipolência
dos segmentos orientados respectivos.

N o Cálculo Vectorial fala-se freqüentemente, não só em

vectores; mas em grandezas vectoriais em oposição a gran
dezas escalares.

Estas, as escalares, são grandezas cujos estados podem
ser ordenados biunívoca e continuamente, pelo menos do
ponto de vista teórico, ao conjunto dos números reais; os

seus estados são, por conseqüência, determináveis por números
dum certo conjunto ou escala numérica; tais são, por exemplo,
a temperatura, o tempo, o módulo dum vector, etc. Pelo con

trário, para o estudo das grandezas vectoriais não basta um

conjunto numérico; intervém a direcção e o sentido dos
segmentos orientados do espaço a cuja totalidade pode ser

ordenado por correspondência biunívoca (a menos de equipo
lências) e contínua, o conjunto dos vectores definidos como

atrás fizemos. É grandeza vectorial, por exemplo, uma velo
cidade, uma aceleração, 'etc.

�

Notações. Além da notação já introduzida, AB, usaremos

também para representar um vector, uma letra minúscula em

normando a, r, s, U, ... e, ainda, a notação de Hamilton
B - A onde A é o ponto origem e B o ponte extremidade.

Da igualdade B - A = a tira-se a conseqüência aritmética

35) B=A + a

a qual se interpreta do modo seguinte: a soma do vector
livre a= f(AB) com o ponto A, sua origem, é o ponto B,
sua extremidade.

Definições. Diz-se vector unitário todo o vector de mó
dulo igual à unidade.

Diz-se vector unitário dum eixo o vector unitário que tem
,a direcção e sentido .dêsse eixo.

. ,

Dois vectcres. Iivres dizem-se opostos quando os seus

segmentos orientados o são - módulos iguais, direcções para
lelas, sentidos opostos.

,Dois vectores livres .dizern-se colineares quando as suas

direcções 'sãC? ,P��)�las ; �trê� y.è�tqre's Iivres dizem-se copla
nares quandçassuas :�ír��ç8�S f,>ão, paralelas a um plano.
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Chama-se ângulo de dois vectores livres ao ângulo, com

preendido entre O e r., formado pelas direcções dos dois

vectores, tendo em atenção os seus sentidos.

Vectores ligados a uma base e vectores fixos. É conve

niente introduzir, ao lado do conceito de vector livre, ainda

o de vector ligado a uma base. Êsse conceito de vector difere

do de vector livre apenas no âmbito da equipolência do

segmento orientado AB de que o vector é função. Se essa

equipolência joga em todo o espaço, tem-se o vector livre; se

apenas joga sôbre uma certa recta de posição fixa R), tem-se o

que se chama o vector ligado à base R). Dêste, pode ser dada

uma definição análoga à do vector livre (pg. 17) com a modi

ficação seguinte: dados dois pontos A e B sôbre a recta R)
e o correspondente segmento orientado AB, chama-se vector

ligado à base R), definido por AB, a uma função dos dois

pontos A e B e da recta R), satisfazendo às condições seguin
tes: l ,", essa função toma o mesmo valor para todos os

segmentos orientados equipolentes a AB existentes sôbre a

recta R) e só para êsses ; o resto da definição segue nos

mesmos moldes. ,

'

Como se vê, o segmento orientado AB pode apenas, des

lizar sôbre a recta. R) - a sua tinha de acção ou suporte :

por isso a estes vectores st' pode chamar vectores deslizantes.

Um último grau de perda de liberdade dum vector é cons

tituído pelos chamados vectores fixos ou localizados- aqueles
para os quais é fixa a origem e a extremidade.

Como se vê, estas limita.ções não atingem, propriamente,
a essência da entidade vector.

Quando se disser simplesmente - vector - entender-se-há

sempre que se trata dum vector livre.

7. - Multiplicidade linear vectorial. Dimensões. Da defi

nição de vector e das considerações feitas no parágrafo 5.
resulta imediatamente que o conjunto dos vectores do espaço

formá um sistema linear ou, como também se diz habitual

mente, uma multiplicidade linear vectorial.

,A pregunta feita no final dêsse parágrafo ,transforma-se
agora 'nesta. - i a quantas dimensões é essa mtütiplicidade ?

É a essa pregunta que vamos agora responder.
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Antes, porém, de o fazer, lembraremos que, em virtude do
que foi dito nesse parágrafo sôbre os sistemas lineares, se veri
ficam as seguintes propriedades.

1." - Se a multipticidade vectorial linear é a n dimen
sões, e i, , i2, ••• in é a sua base, então i, , i2 ••• in
são linearmente independentes e qualquer vector U

da multiplicidade se exprime neles segundo
n

36) u = 1: 1,/ • iI
1='

que põe em evidência as componentes I] . il e os coeficientes j'i'
Esta relação contém a chamada decomposição de u segundo
os vectores da base.

2." - Dados dois vectores
n

,,)0 ..

u =
... j.li e

1=/

U = v sempre que é só quandotem-se

)'i = �/' J = 1,2, .•. n .

Além disso:
n

3.1\_ 37) u+v=1:ei+�/).i/"
i=/

n

4.:'_ Dado u = 1: )'j' ii e o número reat f, tem-se
i=/

n

38) p.U= 2: (p.'j).ij.
i='

Deixamos ao leitor o cuidado de verificar a filiação destas
duas últimas propriedades nas propriedades formais do pará
grafo 5 (e suas correspondentes para os vectores livres).
Lembraremos apenas, para o caso da diferença em 37), que
ela se reduz à soma coni o vector oposto do subtractivo e que
êste é, afinal, igual a (- 1).V.

Pôsto isto, vamos responder à pregunta feita no comêço
dêste parágrafo, considerando, sucessivamente, três casos:

colínea/idade, coplanaridade, caso geral (no espaço ordi-
nário� .
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1- Colinearidade. Teorema I.
o

- Dados dois vectores

colineares 161 U e i, não nulo, existe um e só Iun

número real i, tal que

39) U =i,.i
e êsse número é

40)
modu

modi
i,=E.

onde E = + 1 se u e i têm o mesmo sentido e E = - 1

se têm sentidos contrários.
. 'i

modu.
Efectuemos, com efeito, o produto I,. = e .

d"
I

, mo I

16, 34), com referência a 4, D) e E)I. É êle um novo vector

com a direcção de i - e portanto de U - com o sentido de i
ou o contrário conforme € = + 1 ou £ = - 1 (portanto,
sempre COI11 o sentido de u) e de módulo igual a 14, 29)j

(") 1'1 i
modu. , '.

mod 1,.1 = I, .mod =

d"
modi = modu. Isto e, I,I=U.

mo I

O número /, é único porque de i,.i = p..i resulta, por ser

i =F O, i, = IL 15, prop. 9)1.
'

A igualdade 39) pode pôr-se sob a forma

39a) Id - u =d

que mostra [5, 31)] que os vectores colineares U e são

linearmente dependentes.
A recíproca é igualmente verdadeira:
Teorema 2.° - Sempre que dois vectores a e b são linear

mente dependentes êles são colineares.

Excluindo o caso de nulidade de algum dos vectores,
suponhamos que entre êles se, verifica a relação f.a + (i.b = O

com {e a diferentes de zero (se um fôsse nulo sê-lo-ia o
cr

outro também); desta igualdade tira-se a = - -. b que
p

mostra 'que a e b são paralelos (porque a multiplicação por
um número real não altera a direcção).

'

Tudo quanto está dito pode resumir-se no enunciado

seguintè:
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.

7eorema 3." - O sistema de todos os vectores do espaço

paralelos a uma direcção dada é um sistema vecto

rial linear a uma dimensão.
.

Se i fôr um vector unitário, tem-se de 40),
41) i.= f. mod u = med u ;

se, além disso, i tiver o sentido de u, será ). = mod U, donde

42) u = i . mod U

igualdade que relaciona um vector com o vector unitário do

seu eixo e com o mesmo sentido. Escrevendo, abreviada

mente, u em vez de mod u, tem-se

II. - Coplanaridade. Teorema 4.° - Dados dois vectores

não nulos e não paralelos i e j e outro vector U

coplanar a êles, existe sempre um e um só par

de números reais Î. e P" não ambos nulos (a não

ser que u = O) tais que

44) u = },
. i + 1'- . j.

OP = u = OA + OB.
--+- --+-

,VIas l39)J OA = i.. i , OB = P" j, o que demonstra 44).
--+- --+-

Em face da construção, é evidente que OA e OB são

únicos e, portanto, únicos Î. e f)-. A mesma conclusão se chega
por via analítica: dados i.' e p.' tais que u = if . i + f)-' : j ,

43) u=u.i

Suponhamos que os três
vectores i, j, u têm a mesma

origem O, o que é sempre pos

sível, por serem vectores livres.
Tiremos (fig. 9) pela extremi
dade P de u paralelas às direc

ções de i e j; determinam-se
assim dois pontos A e B e

tem-se

• U
1=-'

u

I

-ft - -

Fig.9
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tem-se J
.• i + [-l • j = J.'

• i + p.1 • j donde
(I. - )t) • i + ([-l - [-lI) • j = O e esta igualdade exige que sejam
). - r = O • [-l - fl.1 = O pois, caso contrário, pelo teor. 2.°,
i e j seriam paralelos, contra a hipótese.

A igualdade 44) pode ser posta sob a forma

44 a) J.• i + [-l • j - u = O

a qual nos mostra [5, 31)] que os três vectores coplanares
i, j e u são linearmente dependentes. E como o são, a for
tiori, se dois dêles forem paralelos [basta pôr o coeficiente
do terceiro igual a zero e verifica-se então uma relação da
forma 39 a)]. tem-se:

Teorema 5.° - Três vectores coplanares quaisquer são
linearmente dependentes,

A recíproca é igualmente verdadeira:
Teorema 6.° - Sempre que três vectores a, b e C são

linearmente dependentes, êles são coplanares.
Suponhamos, com efeito, que há entre ft, b e C, não nulos,

(se algum dêles o fôsse ficava implicitamente estabelecida a

coplanaridade) uma relação da forma
.

J
.• a + [-l • b + y. e=û.

Se algum dosl:Oefi'dentes é nulo, estã-seno caso do teorema 2.°
e cai-se logo na coplanaridade ; afastemos êsse caso. Da rela
ção tira-se a = f . b + a

• C que mostra imediatamente que a

é coplanar a b e C visto que as multiplicações por números
reais conservam as direcções e a adição conserva o plano.

O teorema 5.° mostra que a multiplicidade dos vectores
paralelos. a um dado plano .não pode ter mais de duas dimen
sões, mas como, por outro lado, é sempre possível escolher
no plano dois vectores i e j não paralelos, e portanto linear
mente independentes, tem-se o

Teorema 7.0_ O sistema de todos os vectores do espaço
paralelos a um dado plano é um sistema linear
vectorial a dilas dimensões.

III. - Caso geral. Comecemos por notar que a multiplici
dade dos vectores do espaço tem um número de dimensões
maior que 2. É o que imediatamente resulta do teorema 6.°;
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efectivamente, dados três vectores não nulos nem coplanares,
a, b, c, êles são, necessâriamente, linearmente independen
tes, pois, se o não fôssem, seriam coplanares como lá se
demonstrou.

Vamos agora provar que o número de dimensões da rnul
tiplicidade não pode ser maior que 3. Demonstraremos para
isso o

Teorema 8. (}
- Quatro vectores quaisquer do espaço são

sempre linearmente dependentes,
'

Ponhamos de parte os casos simples em que haja parale
lismo de dois vectores ou coplanaridade de três quaisquer de
entre êles - em qualquer dêstes casos há dependência linear
dos quatro, com anulamento de coeficientes convenientes
para nos ocuparmos do caso mais geral: haver quatro vectores
não nulos i, j, k, u, sem paralelismo nem coplanaridade
entre quaisquer grupos dêles. Pois bem, vamos demonstrar
que existe um e um só temo de números reais J" IL, 'J, tais que

45) u=Î.. i+IL.j+v.k.
Seja O a origem comum dos quatro vectores, o que é

sempre possível, e tiremos por P, extremi
dade ne Ut uma paralela .a k (fig, 10); .se]a B
o ponto em que ela encontra o plano defi-

-+ -+

nido por i e j. Tem-se u = OB + BP; mas
-+ -+

[39)] BP=lI.k e [44)] OB=J.. i+IL.j,
logo verifica-se 45).

A demonstração de que J., IL, 'J são únicos
faz-se duma maneira inteiramente análoga
àquela por que se procedeu ne teorema 4.°.
A relação 45), posta sob a forma

i.. i + f-t.j +11. k-u=O,

o

45 a)
mostra que os quatro vectores são linearmente dependentes.
com o que fica demonstrado o teorema. Dêle, e das conside
rações feitas imediatamente antes, resulta finalmente que

Teorema g.o - A multiplicidade linear vectorial de todos
os vectores do espaço ordinário é um sistema lineal
a três dimensões.
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Decomposição. É claro que a relação 45) é absolutamente
geral; vale' qualquer que seja à posição relativa de u para com

os vectores i, j e k - se houver particularidades nessa posi
ção, elas traduzir-se-hão no anulamento de coeficientes.

Essa relação traduz a decomposição dum vector qualquer u

segundo a base I, j e k; para esta podem tomar-se três
vectores quaisquer desde que não sejam nem nulos nem

coplanares.
Representaremos, para obter maior simetria nas fórmulas,

os vectores da base por iJ, i 2' iJ; a decomposição de u

escreve-se então
J

u=.2; I'j.ij.
j=J

Se ij são vectores unitários dos seus eixos, os coeficientes
I'j das componentes Ii' ij são as medidas algébricas [41)]
dessas componentes.

Quando o vector u fôr qualquer dos vectores ij da base,
a fórmula geral 46) toma o aspecto

J
•

- '" a •

Ij-"" jk·1k'
k=J

onde os ;
jk

- símbolos de Kronecker - são definidos por

Õ __ {O
-- j+k'

jk- / +r j=r k ,

46)

47)

48)

8 - Possibilidade duma teoria analítica das multipli
cidades vectoriais (1). As conclusões a que se chegou no

parágrafo anterior mostram que, uma vez escolhida uma base
no espaço ordinário, todo o vector do espaço fica univoca
mente determinado por três números reais l'j' j = I , 2, 3.

(I) Para a compreensão da matéria dêste parágrafo, cuja lei
tura não é indispensável para seguir QS desenvolvimentos subse
qüentes, o leitor deve estar familiarizado com os elementos da
teoria das Matrizes e das Formas Lineares. Ver, por ex., Lições,
Vol. 1.°, 3, 13 e 14 e 29 a 31, 4, 6. Para outros desenvolvimentos
sobre èste assunto, ver, por ex., J: Wedderburn, Lectures on Ma
trices, New-York, 1934.
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Isto sugere a possibilidade de se estabelecer uma teoria
geral, de carácter analítico, das multiplicidades vectoriais nos

espaços n-dimensionais. Vamos indicar, brevemente, como
essa teoria se pode desenvolver.

I. - Define-se vector num espaço euclideano n-dimensional
como o conjunto de tt números reais PJ, P2' ..• fn, por esta

ordem; usa-se a notação u = (PI' P2' ... PrJ.
Diz-se nulo o vector em que 2i=0, i=I,2, ... n e

escreve-se (O, 0, ... O) = O.
II. - Dados dois vectores U = (fI' PJ , ••• P n) e

v=(0"1'0"2".'O"n) diz-se que são iguais ; e escreve-se

U = v, quando existem as relações fi = O"i' i = l, 2, ... Il •

Verifica-se que esta definição satisfaz às condições de ser

reflexiva, simétrica e transitiva.
III. - Define-se soma dos dois vectores U e v, e escreve-se

U + V, pela igualdade U + V=(fl + 0"1' f2 + 0"2"" fn + O"�).
Prova-se que esta operação goza das propriedades da

adição ordinária - 5, prop. 1) a 5) (mudando a palavra trans
facção em vector).

IV. - Define-se produto de U pelo número real �, e escre-
ve-se � . u ou u . �, pela igualdade

't" .,.

('t''''' .,..)"' u=u "=
.. r: r C r O-. ...,..,. rI' ..,. 12' .•• ..,. \ n

•

Dernonstra-se que esta operação goza das propriedades
habituais - 5, prop. 6) a 12).

V. - Define-se sistema linear ou muitiplicidade linear
como foi feito no parágrafo 5. Da definição resulta, por vir
tude de III e IV, que a totalidade dos vectores do espaço
n-dimensional é uma muitiplicidade linear.

VI. - De III e IV resulta ainda que todo o vector u da
multiplicidade se pode pôr, duma única maneira, sob a forma
u = Pr. (1,0, ... O) + P2. (O, l, ... O) + ... + Pn' (0,0, ... 1)

n

ou, abreviadarnente, u = 2: Pj.ej, onde os vectores ej são
j=1

definidos pela igualdade ej = (�jl' �j2 I' •• 0jn) e os Ojk são
dados por 7, 48).

Os vectores da multiplicidade aparecem, assim, como
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formas lineares nos ej' Estes, por sua vez, podem pôr-se
também sob a forma anterior, visto que

n

ei = 1: aik·ek•
k=!

VII. - Define-se combinação linear de vectores, do modo
seguinte: dados os vectores u, u!, U2, ••• Um' diz-se que U

é uma combinação linear dos restantes, quando existem m
fil

números reais J'j' i=I,2, ... IIl, tais que u=2: )ï'U"
,=!

VIII. - Define-se dependência e independência linear
corno habitualmente: os m vectores U!, "2"" um dizem-se
linearmente dependentes quando existirem ln números reais

m

)ï' i, = 1,2, .•. 1Il, não todos nulos, tais que 2: j'j. Ui = O.
i='

Se esta relação só fôr possível quando todos os i'j forem

'nulos, os m vectores dizem-se linearmente independentes.
IX. - Da teoria das formas lineares resulta imediatamente

que a condição necessária e suficiente para que de entre
os m vectares

Um = em!' e, +: em2' e2 + ... + emn, en

haja r e não mais de r linearmente independentes, é que a

característica da matriz

em, Pm2···rmn
seja igual a r.
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Os mor vectores cujos coeficientes não figuram no deter
minante principal são combinações lineares dos outros.

X. - Conclui-se daqui que os n vecto/es ei' j= 1,2, ... n,

são linearmente independentes, visto que a sua Matriz

((Ùik)) =

111 O ..• O

O 1 ..• 0

I�" 0 ... 1

é a matriz identidade e tem, portanto, característica n,

Aos vectores ei dá-se o nome de vectores-unidade e ao

seu conjunto chama-se base da multiplicidade.
De VI resulta que todo o vector da multiplicidade se

exprime, duma só maneira, nos vectores da base.
XI. - São linearmente dependentes quaisquer tt + I vec

tores da multiplicidade. Efectivamente a característica da
matriz

I : �'. b2 •.• Pin I
p ni fn2 G

I
•••• fill

P n + l , I 2n+I.2···fn+l.n
não pode ser maior que n.

XII. - Define-se ordem ou número de dimensões da mul

tiplicidade do modo seguinte: diz-se que a multiplicidade é
de ordem r, ou tem r dimensõçs, quando há nela r vectores
linearmente independentes e r+ 1 quaisquer são linearmente
dependentes,

De X e XI conclui-se imediatamente que a multiplicidade
total dos vectores do espaço n-dimensional é de ordem n,

Com isto, ficam estabelecidas as propriedades até aqui
estudadas para os vectores ordinários, e por via meramente
analítica. O leitor notará a analogia desta teoria com a dos
números complexos a n unidades I Lições, Vol. 1,0, 2, 271
o que vem confirmar a afirmação atrás feita [61 de que um

vector é uma entidade 'analítica e não geométrica.



3° CÁLCULO VECTORIAL

9. - Coordenadas cartesianas. É sabido, dos elementos
da Geometria Analítica, como a posição dum ponto no espaço
pode ser fixada com a ajuda do método das coordenadas car

tesianas.
Toma-se, como sistema de referência, o conjunto de três

eixos não coplanares Ox, Oj, Oz, que, por simplicidade, se

supõem tri-ortogonais; o seu ponto de encontro O denomi
na-se origem das coordenadas e os eixos chamam-se eixos
coordenados.

O sistema diz-se de disposição positiva ou dextrorsum se

o considerarmos orientado do modo seguinte (fig. 11): um

observador colocado ao longo de
,Z OZ com os pés em O e a cabeça

para o sentido positivo de Oz e

virado para o interior do triedro,
deixa o semi-eixo positivo Ox à

direita e o semi-eixo positivo Or
y à esquerda.

No plano Oyy toma-se, como

sentido positivo das rotações aquele
pelo qual a rotação de menor am-

Fill. II plitude (;) que leva o semi-eixo

positivo Ox à coïncidência com o semi-eixo positivo Oy se

faz no sentido directo (contrário ao sentido do movimento dos
ponteiros dum relógio) - � o sentido indicado pela seta curva

na fig. 11.

Dos seis sistemas deterrninados pelas seis permutações das
letras x, y, z, três dêles - os que correspondem a permuta
ções pares - são orientados como o da fig. Il, cada um

dêles é um sistema dextrorsum; os outros três - os que
correspondem a permutações ímpares - são orientados de
modo que o observador, nas condições acima indicadas, vê à

esquerda Ox e à direita Oy':_ cada um dêles diz-se de dispo
sição negativa ou sinistrorsum,

,

Na fig. 12, os três sistemas superiores são de disposição
positiva, e os três inferiores de disposição negativa. Como
se vê, dentro de cada um dos dois grupos, os sistemas deri-
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vam uns dos outros por permutações circulares das letras, e

cada um dos negativos deriva de um positivo pela troca de
dois eixos. Pode, é claro, fazer-se' coïncidir um negativo com

o correspondente positivo desde que se lhe troque o sentido
de um eixo (1).

..
.

Pôsto isto, a posição de qualquer ponto M do espaço é

z y x

0;.- __

z

x

Fig.12

fixada univocamente por três númer� reais - as su�s três

coordenadas, OA = x, OB = y, OC = z - obtidos pela
construção da fig. 13 e que é, exactamente, a mesma do

--*

parágrafo 7, lII, para a decomposição do vector OM = u.

Tem-se portanto, sendo i, j, k os vectores unitários dos
eixos, como estão indicados na figura, e visto que os J., h '.i

,

--*

de 7, 45) são, respectivamente, iguais a med OA = x,
--* --*

medOB=y, medOC=z,
49) M (x, y, z) - 0= u = x. i + y. j + �. k

que mostra que os coeficientes da decomposição de u segundo
os eixos são precisamente as coordenadas da sua extremi
dade; por isso se dá, também, a x, y, z o nome de coorde
nadas do vector.

(I) Tudo ·0 que está dito a respeito da orientação dos sistemas

tri-ortogonais se mantém, z"psis verbis, se ëles o não são.,:. "



32 CÁLCULO VECTORIAL

Como se vê, 49) é um caso particular de 7, 45) e, por
tanto, de 7, 36) e daí resulta que são aplicáveis à soma de
vectores e ao produto dêles por um número real as regras
ordinárias da Álgebra, por virtude de 7, 37) e 38) j e que a

igualdade de dois vectores exige a igualdade das suas coor

denadas homónimas e reciprocamente.
Se o vector não tiver a origem em O mas sim num ponto

M, (x" y" z,), tem-se, sendo M2 (X2' y!], z2) a sua extre-
� � � � � �

midade, OM2 = OMI + M/M2 donde M/M2 = OM2 - OM, =
= (x2' i + Y2' j + Z2' k)- (x" i + Y,. j + z,. k}, e a obser

vação que acaba de ser feita permite escrever

� .

50) M,M!] = (x2 - x,). i + (Y2 - y,). j + (z2 - z,). k.

Se representarmos, para obter maior simetria nas fórmulas,
os vectores unitários dos eixos por i" i2 ' iJ (i,=1, i2=j,
!.'1 = kJ, e os própríos eixos por Ox" Ox2, OxJ, a decom

posição 49) toma O aspecto

z

. J

51) M(x" x2' x;)-O=1: xk.ik.
1=,

Como as coordena
das do ponto M são,
afinal, as medidas algé
bricas das projecções
de OM sôbre os eixos

�

coordenados,seu =OM
é um vector unitário,
essas coordenadas são
os cosenos dos ângulos

I �

que o vector OM faz
com cada um dos eixos,
ou, como se diz habitualmente,

c

Fig.15

os seus cosenos directores.
�

Se forem �/' t:X2, {XJ os ângulos de OM respectivamente
com Ox" Ox!]' OXJ I ter-se-há Xk = cos g_k, logo
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� J �

52) OM=2: cos�k.ik ....-modOM=1.
k=!

Sempre que, daqui em diante, se não fizer a indicação dos
valores que deve tornar o índice do somatório, entender-se-há
que êsses valores são 1, 2, 3, de modo que, por exemplo,
52} se escreverá simplesmente

�

OM=2:cos(/.k·ik·
k

Tudo quanto ficou dito neste parágrafo, à excepção do
Que se refere aos cosenos directores, se mantém se os eixos
não são tri-ortogonais, bastando apenas modificar convenien
temente a definição de coordenadas dum ponto. A construção
feita no parágrafo 7, III para decomposição do vector u
indica como essa definição nova é dada - as coordenadas
cartesianas, não rectangulares, do ponto M são os números

-

i., IL, 11, da decomposição de OM = u. É claro que em virtude
desta definição as coordenadas deixam de ser as medidas
algébricas das projecções de u sôbre os eixos e por isso as

coordenadas do vector unitário não são iguais aos cosenos

directores.

10. - Aplicações. O cálculo vectorial é susceptível de
numerosas e irnportantes aplicações à Geometria e à física.
Nos capítulos seguintes serão tratadas algumas; mas podem
desde já resolver-se algumas questões interessantes,

I." - Condição de paralelismo de dois vectores expressa
nas suas coordenadas. Sejam os dois vectores u e v; como
SE: sabe [7, 39)], a condição de paralelismo dêles é v = I,. u;
vamos exprimir esta condição nas coordenadas dos dois
vectores.

Sejam os três eixos coordenados Ox!, OX2' OXJ de vectores
unitários iJ,i2,iJ e u=� lk·ik' v=2:mk.ik as decom-

k k

posições dos dois vectores. De v = I.. u resulta
:5, mk. ik = i.. 2: lk' ik = 2: �i.. lk)' ik donde
k k k

53) mk=/·.lk k=/,2,3 isto é,

3
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53 a) m, m2 m]
--=--=-

que nos diz que a condição necessária e suficiente de para
lelismo de dois vectores, dados em decomposição cartesiana,
é a proporcionalidade das silas coordenadas. O coeficiente

de proporcionalidade J. é [7, 40)]

54) mod v
).=£'-�'

mod u

2.a 7 Condição de coplanaridade de três vectores expressa
nas suas coordenadas, Sejam os três vectores

u=2Ik.ik, v=2:mk.ik, w=2:llll·ik•
k k k

A condição de coplanaridade dêles é l7, 44)] no caso geral
(não anulamento nem paralelismo), w = I.. u + v . V com

I, e {J. reais e únicos. É, por conseqüência,'
2: Ilk' i'I = À. 2: tk• ik + {J.. 2: mk• i'I = 2: (I.. lk + (J. • m,J. i'I
Il k Il k

donde

55) nk = J.• Ik + (l.• mk '

. k = 1,2,3.

3.a - Equação da recta que passa por um ponta dado e

é paralela a um vector dado. Seja M. um ponto do espaço e u

um vector livre; a recta definida por M e u é conhecida
desde que seja conhecido o ponto geral

(R ou ponto corrente dela; a sua equação

-<\./ p consistirá, portanto, no estabelecimento

.7"./ da condição necessária e suficiente a

que deve satisfazer o ponto geral P

pam que esteja sôbre a recta. Ora a

recta R) é um lagar geométrico - o de

Fig. 14 todos aqueles pontos tais que a direc-
ção definida por qualquer dêles e por M

seja a direcção de u. A condição necessária e suficiente é
--+

portanto' que MP e u sejam colineares, isto é, que haja um

número real I. não nulo, único [7, 3q)]
.

tal que

56)
--+

MP =1.. u.
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É esta a equação vectorial da recta; como se vê, ela con-
�

.

• ' mod MP
1 )"1iérn o parametro /. = ; . 54 que, variando de

modu
- o: a --1- o»

j permite ao ponto P descrever a recta, ilirni
iada nos dois sentidos.

É fácil deduzir o aspecto cartesiano desta equação. Sejam
(ak) e (xk), k = 1,2,3, respectivarnente, as coordenadas

cartesianas dos pontos M e P e seja u = 1: (k' ik• De 9, 50)
k

�

resulta MP=1:'Xk-ak).ik, logo, deve ser [53)J
k

57) k= 1,2,3
ou seja, substituindo x/, x2' x3 pelos símbolos habituais X, y, z,

)
.J..

•

x=cx/ 1/..1,
57 a) y = 0'.9 + l, .19

I z=a�+I,.I�.
São as chamadas equações paramëtricas da recta R).

A 57) pode dar-se a forma
isto é,

Xk
-

:Xk •

I
= /" Il = I, 2, 3,

k

5S)

que são as chamadas equações normais da mesma recta; os

três números 1/,12, i3, definidos a menos duma constante

multiplicativa (porque as coordenadas de qualquer outro vector
oaralelo q u deterrninarn igualmente 2. direcção da recta) deno
minam-se parâmetros directores da recta.

Se o vector u íôr unitário. tem-se, representando por
(J/. '"2.93 os àngulos que êle forma com os eixos, lk = cos Bk
t9, 52)] e, por conseqüência, as equações paramétricas da
recta são

59)

60)

Xk
-

O'.k = /.. cos Bk'
->

I.=E. modMP

k=I,2,3 onde
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e as equações normais são

CaSal cosGg COS03

x - exI y - ex2 Z - "s
- -

Aos cos Ok dá-se o nome de cosenos directores da recta.

4.a - Equação do plano que passa por um ponta dado e

é paralelo a dois vectores dados. A dedução faz-se por um

raciocínio inteiramente análogo ao anterior.

Seja M o ponto, U e v os vectores não paralelos dados,

A condição necessária e suficiente para que o ponto variável P

esteja sôbre () plano é que os vectores
->-

MP, U e v sejam coplanares, isto é,
que seja 17, 44)] .

�

62) MP=),. U -+ u,. V

com ), e (1. reais e únicos; è esta, por

conseqüência, a equação vectorial

pedida. Como se vê, figuram nela
dois parâmetros i. e (1. que, pela sua

variação cie - OJ a -+ OJ permitem ao ponte P descrever o

plano inteiro. O aspecto cartesiano de : 62) é também de

dedução simples. Sejam ((Xk) e (xk) k = /,2,3, respecti
vamente, as coordenadas cartesianas de M e P e sejam
U = 2: lk' ik, V = 2: mIl' ik as decomposições de U e v;

k k
�

como [9, 50)] MP = 2: (xk - exk). ik, tem-se, em virtude
k

de 55),
63) xk-ex'I==),.lk+(1·.mk, k=/,2,3.

Estas equações que se escrevem, substituindc agora xl'

Xg, x3 pelos ,símbolos habituais das variáveis, x, y, z,

) X
-

ex,
_

i.. l, :- (1-. ml
63 a) y

- ex2 - )" l2 T (1- • m2
I z

-

ex3 ,= )" l3 + 11- • m3

são as chamadas equações paramëtricas do plano.

61 }

Fig. 15
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É de notar, da comparação de 63 a) com 62), como de
57 a) com 56), o maior poder de condensação e simplicidade
na escrita das fórmulas que o cálculo vectorial apresenta,
sôbre o método cartesiano.

De 63) deduz-se a equação cartesiana do plano, para o
que basta eliminar i. e 1'-, isto é, estabelecer as condições
necessárias Ie suficientes para que o sistema 63), considerado
em relação a /. e 1'- como incógnitas, seja compatível. Como u
e v, por hipótese, não são paralelos (se o fôssem, o plano
seria indeterrninado) o determinante principal é de 2.!I ordem
e há uma só equação de condição - anulamento do caracte
rístico -

x - O'.{ t, ml =0
64) Y-(/.2 l? 1n2

z- 0'.3 l3 tn3

que, desenvolvendo o determinante em relação aos elementos
da primeira coluna, toma o aspecto

Adiante [12, III] será vista a significação geométrica dos
coeficientes al' a2 ,a3 desta equação.

s.a - Equação do plano que passa por três pontos não
alinhados. O problema reduz-se imediatamente ao anterior.

Sejam A, B, C os três pontos da-
B(í3KJ dos, de coordenadas respectiva

mente (ak)'(�k)'(Yk)' k=I,2,3.
v fazendo B - A = u, C - A = vA (O(K) C(YK) o problema reduz-se ao anterior.

Tem-se u = 2: ((3'l - O'.k)' ik.PCXK) k

V=2:(Yk-ak)' ik e as equações
Fig. 16 k

63) tomam o aspecto

65) Xk-O'.k=)"(�k-O'.'l)+ I'-'(Yk-O:k)' k=I,2,3.
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A equação 64) escreve-se agora

66) x/-Ct., �, =>, 'lI-Ct., =0

x2-ag �2 -

7.2 'l2-Cl.2
x3-Ct.J �3-Ct.3 ï3-Cl.3

ou, o que é o mesmo,

66 a) x/ Ct., 6 'l/ 1=0., ,

x2 0.2 (j ï2'2

x3 0.3
r;

ï31-3

J J I J

façamos agora uma aplicação à física.

ô." - Baricentro dum sistema de- pontos materiais de

massa total não nula. Sejam os pontos do espaço P, , P2' .. p
n

aos quais se atribuem, 011 fazem corresponder, as massas
n

respectivamente m, , m2 ' ••• mn; supondo que 1: mr-F O .

,

i=1

e dado um ponto arbitrário O do espaço, construamos o vector
-)- --+-

fixo 00 definido pela igualdade, onde OPi são também

vectores fixos,

67)
n --)- --+- n

� mi·OPi=OO.� mi'
i=' i='

É claro que, uma vez escolhido O, esta igualdade deter-
--+- -)-

mina unlv?camente 00 (e portanto O) - o vector 00 vem

--+- --+-

expresso em combinação linea, dos vectores OP/ ,OP2"" OP
n r

m, mn
com coeficientes --, ...

s», 1:m;

Vamos demonstrar que o ponto O não depende do

ponto O.
Seja, com efeito, outro ponto O' do espaço e seja O' o

novo ponto definido a partir de 67), isto é, seja
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-)- -)-
" o'r - 0'0/" Ct'

.

� mi' i
-

• � mi' orno se em, quaisquer que sejam
-+ -+ -)-

os pontos, 00/ + O'Pi=OPi, vem, substituindo naigual-
-+ -+ -)-

dade anterior, 1mi.(OPi- 00')=0'0' .l,mi, donde,
desenvolvendo o somatório de primeiro membro,

-+ -+ -+

lmi. OPi - 00' .1 mi= O/O' . 'J. mi' dande, par 67),
--)- -+ -+

(00 - 00'). � mi= O/O/ . }: mi' donde, ainda, por ser

68)
n -+

1:mi·OPi=O
i=1

-+ -+ -+

O/O/ = 00 - 00/ . Mas, por outro lado, é
-+ -+ -+

sempre verdade que 00/ + 0'0 = 00 , donde
� -t--e- -+ -+-+

0'0 = 00 - 00/, logo é 0'0' = 0'0 o que prova que
o ponto O' coïncide com O.

Ao ponto O, definido e determinado por 67), chama-se
baricentro ou centro de gravidade do sistema de pontos
dados.

Se se tornar para ponte O o próprio baricentro O, a

igualdade 67) toma a forma

da qual se tiram algumas conclusões ínteressantes. Vejamos
duas.

a) O sistema é constituído por dois pontos. 68) reduz-se
� -+ -)- -+

a !n/. OPI + m2• OP2 = O, dande (se m2=t= O) OP2= J.• OPI
-+ -+

que mostra [7,39)] que os dois vectares OPI E: OPi' sãc para-

leias e, somo têm a mesma origem O, estão sôbre a mesma

recta, logo o baricentro do sistema está sõbre a recta defi
nida por PI e P2•

-+ -+

Se as massas forem ambas iguais à unidade, é OP2=-OPj,
isto é, o baricentro está no meio do segmento P, P2 .

\



4° CÁLCULO VECTORIAL

Fig.17

-+- -+- -+-

GP/+GPp=GP e,como PI,P,
pp, G , definem um paralelogramo,
-- --

GP corta P/Pp ao meio em H e

-+- -+-

GP = 2 . GH. Por outro lado, como
-+- -+--+-

GP3 =- - (GPI + GP?) tem-se
-+- -+-

GP3
= - 2. GH,

.
quere dizer, os

pontos G, H , P3 estão alinhados

b) O sistema é constituído por três pontos não alinhados.
-+- -+- -+-

Tem-se, de 68), mI' GPI + m2• GPp + m3. GP3 = O donde
-+- -+- -+-

(se m3=FO) OP.3=/.. GP/+p·.GPp que mostra [7, 44)1
que G está no plano definido par P t s Pp, P3 •

Se as massas são iguais 3. unidade, tem-se
-+- -+--+-

GP3 = - (OP[ + GPp) e daqui condui-se que G está sôbre

a mediana do triângulo de vértices PI' Pp, P3 a dois terços
a contar do vértice.

Efectivamente (fig. 17), tirando por P I o vector fixo
-� -+-

P IP = GP2' vê-se que

e Q está il ciois terços entre P3 e H,

O mesmo raciocínio se faz para as outras medianas, de
modo que fica estabelecido que o baricentro está sôbre cada
uma das medianas a dois terços a contar do vértice corres

pondente e que, por conseqüência, estas, as medianas, se

cortam num ponto -- o baricentro do triângulo.



il. .- PRODUTOS E OPERADORES

11. - Produto vectorial ou externo.

Definição. Dados dois vectores livres u e v, não nulos e

não paralelos, chama-se produto vectorial ou produto externo
dêles, e représenta-se por u 1\ v, que se lê: U externo v, ao

vector livre w que satisfaz às seguintes condições:
a} a direcção de w é perpendicular ao plano definido pelas

direcções de u e v;
b) o sentido de w é tal que os três vectores u, v, w, por

esta ordem, formem um triedro dextrorsum, isto é, de dispo
sição análoga à do triedro definido pelos vectores i, j, k.

c} o módulo de w é definido pela igualdade
69) modw = mod (u 1\ v) = modu . modv . sen O

sendo e o ângulo [6]
dos vedares U e v,
0= ang(ú,v).

Como se vê, o mó
ùulo é definido como

igu.a! ao valor absoiuto
da área do paralelo
gramo determinado pe
los dois vectores U ev.

Se algum dos dois vectores U e V é nulo, ou se êles são
paralelos, põe-se, por definição,

70)

Fig.18

u./I,V=O.

Propriedades. O produto vectorial gena de algumas pro
priedades que o assemelham ao produto ordinário mas possui
outras que dêle o diferenciam nitidamente. Comecemos pelas
primeiras.

1.:1 - Sendo p um número real qualquer, tem-se

71) e. (u 1\ v) = (2. u) 1\ v = u 1\ (2. v)
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Efectivamente:
a} a multiplicacão por p não altera as direcções;
b} se é p> O, os sentidos mantêm-se; se é ? < O, a altera

ção de sentido produzida em u, ou em v, coïncide com a

produzida em U /\ v;
c} é mod I p • (u .'\ v) j = I p I . mod U • mod V • sen O

=(1 pl. r.wdU). mod v , sena
= mod u . (I p I· mod vi , sen e .

2.a - O produLo vectorial é distribuiivo em relação à

soma, isto é,

72) U II (v + w) = U II v + U II w.

Comecemos por demonstrar que, dados os vectores U e v,
se chamarmos r ao vector projecção do vector v sõbre um

plano perpendicular a u, se tem
U /\ v == U II r.

Com efeito (fig. 19): a) di

recção. Como r está no plano
definido por U e v, as direcções
de U II v e U (I r coïncidem e estão
sôbre o plano p) perpendicular a u.

b) sentido. Os triedros u, v,
U II v e U, r, U II r têm, eviden
temente, a mesma disposição.

c} módulo. É mod (u /\ r) = mod il. mod r =

= mod U . (modv . sen O)
=mod{u II v).

-

li v

Fig.19

Como se vê, a efectivação de U II r, multiplicação vecto
rial (à esquerda) de r por u, consistiu numa rotação. Ieita a r

no sentido positivo e de amplitude ...::_, efectuada no plano
2 '

p} perpendicular a U, e na multiplicação do seu módulo (de r)
por mod u , .

Pôsto isto, passemos à demonstração da igualdade 72).
Seja ainda p) o plano perpendicular a u e proiectemos

ortogonalmente sôbre êle (fig. 20) os vectores v, w, V + w :
-+

obtêm-se sôbre p} os vectores r, s e OH = r + s.
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Pelo que acima se viu, é U 1\ v = U 1\ r, U !\ w = U 1\ s,
U !\ (v + w) = U 1\ (r + s) logo, a igualdade a demonstrar,
72), reduz-se a U (\ (r + s) = U 1\ r + U (\ s .

Ora esta é manifestamente verdadeira visto que, como

para r, S e r + S a rnultiplicação vectoriai por U (a esquerda)

Fig.20

consiste na rotação sôhre p) de ; no sentido positivo e na

-+

multiplicação do módulo por mod u, a igualdade OH = r + s

não é destruída por virtude dessas modificações e se tem
-�

U (\ OH = U !\ r + U (\ S.

Demonstrava-se anàlogamente que

(U + v) 1\ w = U (\ w + v (\ w.

Esta igualdade e 72) generalizam-se sem dificuldade e tem-se

73) ( .i Ui) 1\ ( 2: VI,) = 1: Ui!\ v,
\i=l k=1 ik

que, atendendo a 7 I), se pede escrever sob a forma mais geral

74)

em que i e k tomam, independentemente lim do outro, todos
os valores inteiros cada um do seu conjunto, em geral distintos

um do outro.
Esta igualdade mostra que o sinal de produto externo e

de combinação linear são permutáveis.
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Passemos agora às propriedades pelas quais o produto
vectorial difere do produto ordinário.

3.a - O produto vectorial não é comutativo. Verifica-se a

relação

75) U 1\ V = - V 1\ U .

Efectivamente, as direcções e os módulos de U 1\ v e v 1\ U

coincidern, corno é óbvio, mas os sentidos são opostos visto
que a troca dos dois eixos U e V origina uma mudança na

disposição do triedro [9, îig. 12J; para que êle continue a

ser dextrorsum há portanto que mudar o sentido do terceiro
eixo, logo verifica-se 75).

4." - O produto vectorial não é associativo, isto é,

76) U 1\ (v 1\ w) --(- (u 1\ v) 1\ w.

Basta verificar, por exemplo. que as direcções dos dois
vectores são diferentes. Ora r = u 1\ (v 1\ w) é perpendi
cular a V 1\ w (e a u) e como v 1\ w é perpendicular ao plano
definido por V e W, r é para!elo a êsse plano. Um raciocínio
análogo mostra que s = (u 1\ v) 1\ w é paralelo ao plano defi
nido por U e v, logo as direcções de r e S, em geral, são
diferentes.

5.a - É verdade que U 1\ O = O 1\ u = O, mas de
U 1\ v = O não resulta necessâriamente u = O ou v = O ;

pode ser U =1= O, v =1= O e U paralelo a v, como resulta da
definição 70).

ô." - Sejam u, v, w vectores não nulos; é verdade que
de u=v resulta U 1\ w=v 1\ we w 1\ u=w 1\ v, mas

não é verdade que de U 1\ w = v I, w resulte necessária
mente u = v.

Basta verificar que os módulos de u e V podem ser dife
rentes. Ora de U 1\ w = v 1\ w resulta, fazendo

ang{u,w)=e e ang{v,w)=e'
mod u. modw. sen O = mod v , mod w , sen e' donde
mod U • sen e = mod v , sen e' e esta igualdade pode coexistir
com mod U -F mod v •

Pode, no entanto, afirmar-se que, se a igualdade
u 1\ w = v 1\ w se verifica qualquer que seja o vector w,
dela resulta necessâriamente U = v •



ALGEBRA VECTORIAL. 45

Com efeito, nessa hipótese, U e v são paralelos, porque
da igualdade U 1\ w = v 1\ w resulta o paralelismo dos dois
planos definidos por U e w e por V e W e êsses dois planos
só são paralelos. para w qualquer, se U e v forem paralelos.

Do paralelismo de u e V resulta sen O = sen e', donde
mod U = mod v; por outro lado, U e V têm, necessària
mente, o mesmo sentido (se o não tivessem, seria
u /\ w=-v 1\ w) logo é u=v.

7.a - Não é possível definir uma operação inversa da da
multiplicação vectorial, pelo menos com o significado habi
tuai, visto que há uma infinidade de vectores cujo produto
vectorial por v é igual a u. Adiante [20, b)] trataremos
da operação habitualmente designada pelo nome de divisão
vectorial.

Expressão cartesiana do produto vectorial. Comecemos por
deterrninar os produtos vectoriais dos vectores unitários dos
eixos.

Da definição resulta imediatamente (fig. 21) que
i /\ i =-= O , ,1 1\ j = O , k 1\ k = O ;
!/d=k, ;I\k=i, k/\ i=j;
estas três últimas igualdades fixam-se muito
fàcilmente notando que a ordem dos vectores
unitários nelas é a das três permutações cir
culares das letras i, j, k.

E como, pela troca dos factores, os pro
dutos mudam de sinal, tem-se Fig, 21

77)

Pondo i I' i2, iJ em vez de i, j, k, 77) toma o

i//\i/= i2/\i2 'iJ/\iJ=O
il /\ i2=- r, /\ il = iJ

aspecto

77 a) ip /\ iJ=- iJ /\ i2 = il
, iJ/\il=-i//\iJ=i�
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igualdades que podem condensar-se nas relações

i ,/\ i '+
- = - L+ - (\ i. = i '+"/ /1 "/ /�

i= 1, 2, 3

com a convenção de que, sempre que algum dos índices

supera 3 se lhe deve subtrair o número 3.

Pôsto isto, sejam dois vectores

U = al' i + a2• j + a3. k , v = bI . i + b2• j -+- b3' k .

Com a aplicação das propriedades 71), 74) e 77), obtém-se

79) u(\v=(a2.b�-a3.b2).i+
+ (:1.3' b, - al' b3)· j + (al' b2 -

ap• bI)' k

igualdade a que se pode dar a forma simbólica

u (\ v=

Se representarmos os vectores unitários por iI' i2, i3,
79) toma o aspecto

U /\ v = (1: aj' i j) (\ (1: bk' i k)
j k

= (a2' b3 -

a3· b2)· il + (a3· b, -

al' b3)· i2 +

+ (al' b2 -

a2· bI)' i3
que pode escrever-se

81) U /\ v=1:(aj+l.bi+2-aj+2.bj+,).ij
j

com as mesmas convenções feitas a propósito de 78) quanto
aos valores dos índices.

12. - Aplicações do produto vectorial. Nos parágrafos
seguintes serão vistas largas aplicações do produto vectorial.

Por agora vão ser tratadas, a título cie exemplos, apenas

algumas aplicações geométricas.
I. - Paralelismo de vectores. É conhecida já a condição para

que dois vectores não nulos sejam paralelos, condição expressa
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nas coordenadas cartesianas dêsses vectores [10, 53}]. Mas
é possível exprimir essa condição independentemente Jo sis

tema de referência constituído pelos eixcs cartesianos. Basta,
com efeito, escrever

82) u 1\ v=O;

se nenhum dos dois vectores u e V é nulo, esta condição
exprime necessàriamente o paralelismo de u com V.

Se introduzirmos nesta condição as decomposições carte-

sianas dos dois vectores u = 2: ak• ik, V = 2: bk • ik,
k k

II. - Ângulo de dois vectores. Sejam U e v dois vectores

e e o seu ângulo.
De 11,69) mad(ul\v)=modu.modv.seno, resulta

mod(u /I v)
sene= -.

mod
ú .modv83)

tem-se [11, 79)]
(a2b3 - a3D2)' il + (a3b,- atb3)· ia + (atb2 - a2bt)· i3= O

donde a2bJ-a/J2=O, a3bl-atb3=O, alba-a2b,=0

d d
.

d
a, a2 a3

ïncid 1 O 53 )on e, am a, -b=i.>». que coiner ecom , a.

, °2 3
.

III. - Coeficientes da equação do plano. Viu-se [10, 4.a)
que a equação do plano passando pelo ponto M (Ct.k) e para-

lelo aos vectores (não paralelos) U = 2: Ill' ik, V = 2: mk• ik
Il k

é da forma

64) xI-al It m, =0

x2-a2 l2 m2

X3-a3 13 m3 r

ou seja

64 a) at. (Xt - at) + a2' (X2 -17.2) + a3· (X3 - 17.3) = O.
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É fácil ver agora a significação geométrica dos coeficientes

a), a!], aJ. Efectivamente, corno [11, 80)]

verifica-se imediatamente que aI' a!], aJ são, precisamente,
as coordenadas do vector u 1\ v e como êste, por definição,
é perpendicular ao plano definido por u e v, tem-se que
os coeficientes das variáveis na equação do plano

Ma) al,(xl-O'./) -+ a2,(x2-rx2) + aJ.(xJ-rxJ)=O
são as coordenadas do vector normal a êsse plano,

IV - Área dum triângulo. Sejam
três pontos do espaço, Mo ' MI , M2,
não alinhados, e A o valor absoluto
da área do triângulo definido por

__ � I

êles(fig. 22); escrevamos MoMI=U; l1oL-l-'r--::=-----I1,

MoM2 = V • Fig. 22

Como A é metade da área do
paralelogramo MoMIMM2 e para esta, em valor absoluto, se

tem como valor mod u . h e h = mod v . sell O , tem-se
1

A =

'2 mod u . mod v . sell e , isto é

Se os trê� pontos Mo, MI' M!] estão no plano Oxy,
A exprime-se muito simplesmente nas suas coordenadas.

Sl�ja MO(O'.I'Ct2), M/(�/'�2)' M2('i/,f2); tem-se

u
-

MoMI=(�/-�/) il + (�!]-O'.2) i!],

U (\V= il i2
II l2

ml lIZ!]

-�

84)

--�

v = MOM!] = ('il - 0'(/) il + ('i2 - 0'.2) i2
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donde ul\v= il i2 r,
t: r:

Ot�l- 0'./ i�2 -Ct.2
11-0'., 12-0'.2 O

= [(�,- 0'(1)' (12 - 0:2) -- (�2 - 0'(2)' (I, - O'.I)J· iJ'
É, por conseqüência,
A= � 1(�I-O:I).(12-0'.2)-(�2-O:2).(ll-O:l)'1

isto é, como imediatamente se reconhece,

85) A=_!_1612
com 6= -, 0'.9

�l �;
Il 12

V. - Ârea orientada. Vectores axiais e polares. Se, na fig. 22,
trocarmos os vectores U e v, o valor absoluto do seu produto
externe, e portanto da área A, fica o mesmo mas o sentido
do vector U 1\ v muda, como se sabe, conservando a direcção.

Suponhamos que o contôrno do triângulo MoM,M2 é des-
crito por um ponto no sentido indicado na figura 22 - de
U para v: MoM,M2 - isto é, no sentido directo: a êsse sen
tido de percurso vem ligado o sentido positivo de U 1\ v ,
sentido tal que o triedro U, v, U 1\ v tem a disposição do
triedro fundamental Ox,x2xJ' Êste sentido de percurso
é tal que a área é deixada à esquerda durante o movimento
do percurso.

Suponhamos agora o perímetro do triângulo descrito no
sentido retrógrado: Mo, M2 , MI - a área é deixada então
à direita durante o percurso e a êste sentido de movimento
vem ligado o sentido contrário ao que U 1\ v tinha há pouco,sentido que torna agora o triedro U, v, U 1\ v de disposiçãocontrária à do triedro fundamental de referência.

Estas considerações justificam as definições seguintes:a} Area orientada. A tôda a área liga-se o sinal -+- ou o
sinal - conforme o sentido do percurso em que é conside
rado descrito o seu perímetro : sinal + se êsse sentido é o
directo, sinal - se é o retrágrado,

4
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Na fig. 22 o triângulo MOMJM2 tern área + A, o triân

gulo MOM2MJ tem área - A .

A área do paralelogramo definido por dois vectores vem

assim determinada, em valor absoluto e sinal, pelo produto
vectorial dêsses dois vectores - o módulo é o valor absoluto
da área, o sentido dá o sinal dela (1).

b), Axialidade do espaço. Mostram as considerações ante
riores que é possível definir um conceito de vector diferente
do de vector livre, até aqui usado. É êste novo vector o vector
deterrninado eni módulo, direcção e sentido por uma área

plana orientada - o módulo é o valor absoluto da área, a

direcção é a da perpendicular ao plano em que se considera
a área e o sentido é, sôbre essa direcção, um ou o opôsto
conforme o valor algébrico da área, isto é, conforme o sentido
do percurso em que se considera descrito o perímetro limita-

tivo correspondente,
.

Ëste conceito difere do de vector livre - determinado em

correspondência a um segmento orientado - precisamente em

o sentido do vector estar dependente do sentido de percurso
duma curva ou duma rotação em tôrno dum 'eixo e, por con

seqüência, dependente da orientação do espaço deterrninada

pela ordem dos eixos, ou, como se diz habitualmente, da
axialidade do espaço.

.

Um vector deíinido como acima - por correspondência a

uma área plana orientada - diz-se um vector axial; por opo
sição, os vedares não dependentes da orientação do espaço,
deterrninados simplesmente por correspondência a um segmento
orientado, dizem-se polares.

Os vectores polares coïncidern portanto com os vectores

livres; em todo o caso só se lhes dá essa designação quando
se quiser marcar a sua independência em relação à axialidade
do espaço.

Duma maneira geral, dizem-se axiais as grandezas, vecto
riais ou escalares, cujo sentido, ou sinal, depende da axial i-

(r) Os autores alemães designam essa determinação chamando
ao produto vectorial u 1\ v a Ergallzung da área do paralelogramo
definido por u e v,
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dade do espaço; dizem-se polares aquelas que são indepen
dentes da axialidade.

O produto vectorial de dois vectores polares é, maniíes
tamente, um vector axial.

Adiante veremos exemplos de escalares axiais.

13. - Produto escalar ou interno.
Definição. Dados dois vectores u e v, quaisquer, não nulos,

dá-se o nome de produto escalar ou produto interno dêles, e

escreve-se U I v, que se lê u interno v, ao escalar definido
pela igualdade

86) u I v = mod U . mod v . cos O

onde e é o ângulo dos dois vectores. É,
escalar, ao contrário do produto externo
que é, pur definição, um vector.

Na fig. 23 vê-se que

mod v . cos e = OA = proj., v

modu. cose = OB =projv u

como se vê, um

v

B

e o-��-__..
A u

(indicando os índices aqueles vectores sôbre
cujas direcções se fazem as projecções orto
gonais).

A definição do produto escalar pode, portanto, dar-se o

aspecto

Fig.23

86 a) U I v = mod u . proj , V = modv. proj; U.

Se algum dos vectores é nulo, põe-se, por definição,
87) ulv=o.

Propriedades. Como no produto vectorial [11], há algumas
propriedades idênticas às do produto ordinário e outras
diferentes.

Comecemos pelas primeiras.
l ." - Sendo p um número real qualquer, tem-se

88) e. (u I v) = (p. u) I v = u I (p. v) .
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Com efeito, de (p. u) I v = mod (2. u) . mod v . cos (? U , v)
resulta:

a} se e> O, ang (2. u , v) = ang (u , v) = O, logo
(2. u) I v = p. mod u. mod v . cos G = p. (u I v) ;

I;} se p < O , ang (p. u, v) = To - e , logo
(p. u) I v = I p I. mod U . mod v . cos (7t - e) =

= -I? I. mod U . mod v . cos O = P • (u I v) .

Do mesmo modo se prova que, em qualquer hipótese, é

u 1(2. v) = p. (u I v). E como para ? = O se reduz tudo a

zero, fica dernonstrada 88) para p real qualquer.
2.a - O produto escalar é comutativo:

8G)
Com efeito, ang (v , u) = - O e cos ( - e) = cos 0 ..
3.a - O produto escalar é distributivo em relação à soma,

isto é,

90) u I (v + w) = u I v + ui w.

De facto, 186 a)] u I (v + w) = mod u :proju (v -+- w) =
= mod U • proj., v + mod U . proj., W = U I v + u I w .

Anàlogamente se verifica que

(u + vl l w=vu l w + v l w .

Conjugando esta propriedade C0111 a primeira, estabelece-se
imediatamente que

Il

900) ull f'k,vk=};(J.k.(ulvk)
k=1 k

e, mais geralmente ainda,

90b) (.� ).i.Ui)l( � f'·k.Vk)=�f)'i.f'·k).(Uilvk)1=/ k=1 Ik

igua!dade que, mostra que o sinal de produto interno e o de

combinação linear são permutáveis (comparar .com o que se

passa no produto vectorial 11, 74)).

Vejamos agora as propriedades pelas quais o produto
escalar se diferencia do produto ordinário.
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4."" _.- O produto escalar não é associativo,
Efectivamente, nem a questão da associatividade tem sequer

que pôr-se, visto que é destituído de sentido o produto escalar
de três vectores: de qualquer maneira que se entenda
u I v I w , esta operação é sempre impossíveí, por vazia
de sentido, visto que não existe produto escalar dum escalar
por um vector.

5.""-Éverdadequese u=O ou v=O é ulv=o
mas de u I v =0 não resulta necessàriamente u = O ou

v = O; pode ser u ==!= O, v·-=I= O, u perpendicular a v.

De facto, o anulamento do produto escalar pode dar-se
em qualquer des três casos sintetizados no quadro

: u=O

ulv=o--->- jv=o
I �

cos () = 0-> O =-_.

\ 2

9 I)

ô." -- É verdade que de u = v resulta u I w = v I w ,

mas não é verdade que de ui w = v I w resulte neces

sâriamente U = v .

Efectivamente, se w =1= O, ui w = v I w equivale a

mod u. cos (u, w) = mod v . cos (v, w) que é, evidente
mente, compatível com mod u 1= mod v l logo, com u 1= v •

Pode, no entanto, afirmar-se que de ui w = v I w
resulta u = v , em dois casos:

I.
°

- Quando u e V são paralelos.
Efectivamente, se u e v são para lelos, fazendo

allg�u,w)=o,ang(v.w)=O', oué 0=0' eossentidos
dos dois vectores u e V são concordantes, ou é O = r. -- O'
e U e V têm sen tidos contrários; no pri melro caso, é cos O=cos (j'
donde mod u = mod v e U = v; no segundo, é cos 0=- cos e'
donde mod u = - mod v o que é impossível por definição
de módulo, logo é necessàriarnente u = v.

2.° - Quando a igualdade ui w = v I w tem lagar
qualquer que seja o vector w.

Com efeito, se assim é, u e V são paralelos e estamos
reduzidos ao 1.0 caso. O paralelismo de U e V resulta do
facto de ser mod U . cos e = projw U e modv. cos e' = proj; v.
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Ora, para que dois vectores tenham projecções iguais sõbre
qualquer vector w, têm manifestarnente que ser paralelos e

do mesmo sentido.
t: - Não lui operação de divisão escalar como ill versa da

do produto escalar visto que não há nem escalar nem vector
que multiplicado escalarmente por um vedar dê outro vector.

Expressão cartesiana do produto escalar. Em primeiro lagar,
vejamos os valores dos produtos escalares dos vectores uni
tários dos eixos coordenados. Da definição, 86), resulta
imediatamente que, por serem os vectores unitários perpendi
culares entre si dois a dois, se tem

92) {i Il = j I i = j I k = k I j = k I i = i I k = O

ili=jlj=klk=l
que se pode escrever, mais simplesmente,

93) ijli/z=Ojk' j,k=I,2,3
onde Ojk são os símbolos de Kronecker, definidos em 7,48).

Suponhamos agora que se têm dois vectores u = 1: aj• ij
j

e V = 1: bk. ik; em virtude das propriedades 88), 90 b) e 93),
k

tem-se u I v =

(7 ar ij) I (; bk· ik)
=

� (aj. bk) • (ij I i,,) =

=-= 1: aj' bk. àjk donde
jk

94) ulv=1:ak.bk
k

visto que no somatório duplo se anulam todos os àjk à excepção
daqueles em que os Índices são iguais, os quais tomam o valor 1.

S\' em 94) fizermos v = u, vem ulu = 1: a/ mas, por
k,

outro lado, da definição [86)J resulta que ulu = (mod U)2 (1),

(r) Alguns autores escrevem ulu = (mod U)2 = u" , defi
nindo, assim, o quadrado de U; mas não é talvez muito de reco

mendar esta forma de escrever visto que ela sugere a definição
de potências sucessivas dum vector, o que é impossível fazer, dado

que no-produto escalar não podem entrar mais de dois factores.
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97)
-)

d= modMP.

de modo que se tem (mod U)2 = 1: al, donde,
k

mod
ú

= + V;a/.
Se o vector u é unitário tem-se mod U = 1,. por outro

lado, chamando Ok' k = 1,2,3, aos ângulos que êle forma

com os eixos coordenados, é [9, 52)] U = 1: cos Ok' ik logo
k

95)

de 95) resulta

96)
.

1: cos2 Ok = 1
k

relação a que satisfazem. pelo que está dito, os cosenos direc

tores de qualquer recta do espaço.

14. - Aplicações do produto escalar.

I. - Algumas aplicações geométricas.

a) Distância de dois pontos, Sejam os dois pontos M e P;
a sua distância d, em valor absoluto, é dada pelo módulo do

-

vector U = MP

É fácil exprimir d nas coordenadas cartesianas de M e P.

Efectivamente, sendo M ("k)' P (�k)' k = 1,2,3, tem-se
---+-

U=MP=l(�"-"k).ik [9,50)] donde, por 13,95)
k

98) d= + J�(�k-(/.k)2.
Como aplicação imediata dêste resultado, tem-se a equa

ção da superfície esférica de centro e raio conhecidos. Se
o centro é o ponto fixo M ("k) e o raio é r, a superfície esférica,

-+

que mod MP = r,logar geométrico dos pontos P (xk) tais

tem por equação

99) 1 (xk - ak)2 =r2•
k
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Se se trata de geometria a duas dimensões, no plano Ox,x2,
anula-se a coordenada x,J e tem-se, como valor da distância

dos pontos M. (0'.,,0'.2) e P (�/' �2)
98 a) d= + V((5,

- a,/ + ([.:i2 - 0'.2)�·

Do mesmo modo, é

99 a) (xI - all + (xp - ap)P =?

a equação da circunferência de centro (al' CXp) e raio r,

b) Ângulo de dois vectores. De 13, 86) resulta imediata

mente, para valor do coseno do ângulo cp des dois vectores U ev,

ulv100) cos cp = ----'----

modu .modv

10 1)

Para obter a expressão cartesiana, não há mais que subs
tituir numerador e denominador conforme 13, 94) e 95); vem

Se os vectores U e v são unitários, tem-se, sendo cos Ok
e cos (J'k' k == l , 2, 3, os cosenos directores resnectivos,
e atendendo a 9,52) e 13,96),

102) cos cp = 2: cos o/z • cos [J, k'
/l

A relação 109) junta com 12,83) e com a relação funda
mentaI da goniometria sen29 + cos2 cr = l, estabelecem a

relação interessante
'

103) (u I V)2.-j. [mod (u 1\ v}F = (mod u}2 . (mod v)2 .

Substituindo nesta igualdade os vectores pelas suas decom

posições cartesianas e atendendo a 11, 79), 13, 94) e 95)
obtém-se a identidade de Lagrange
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104) (a7+ a� + a}).(b7+ b� -+ b})=
= (al bI + a2 b2 + a3 b3J2 + (al bg -

ag bl)2 +
+ (a3 bl- al b3)2 + (a2 b3- a3 bg)2.

c) Perpendicularidade de vectores. Em virtude de 13, 91)
e 94) tem-se imediatamente, como condição de perpendicula
ridade dos dois vectores, não nulos u e v,

105) ulv=o
ou, em decomposição cartesiana,

106) l.ak·b'l=O.
k

Estes resultados permitem resolver fàcilmente o seguinte
problema: determinar a equação do plano que passa pel)
ponta M e é perpendicular ao vector u.

--+-

O ponto geral P do plano deve ser tal que MP seja sem

pre perpendicular a u, logo é

107)
-)-

MPlu=o
a equação pedida.

Se se quiser a equação cartesiana, tem-se, sendo
�

u = � ak. ik, M (ak), P (xk), dande MP = 2: (xk - ak). i'l'
k k

108) al' (Xl - (Xl) + a2. (x2 - :1.2) + a3. (x3 - :1.3) = O

equação que já fôra encontrada [10,64 a)J bem como a signi
ficação geométrica [12, ml dos coeficientes, significação que

agora resulta directamente da dedução da equação.
Em geometria plana, é

108a) al,(xl-c/"I)+ag,(x2-rxg)=O
a equação da recta, no plano OXI xg, que passa pelo ponto

(al' ;1.2)' fixo, e é perpendicular no vector u = al' il + ag. i2.
Das condições de paralelismo [lO,53 a)] e de perpendicula

ridade [1061, e atendendo à significação dos parâmetros directo-
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res das equações normais da recta e dos coeficientes da equa
ção do plano, resulta que, sendo dadas as duas rectas

r,) Xl-Ct., X2
- "s XJ

-

"s

Il l� lJ

r2) X,
- �1 X2- �2 XJ -PJ
m, m2 mJ

e os dois planos
P 1) aI.!Xl

- i'l) + a2· (X2 - )'2) + aJ. (XJ - )J) = O

P2) bI' (xl- (J.,) +: b2• (x2 -- f'2) + bJ. (xJ - (l.) = O

se têm os seguintes grupos de condições:

t, 12 lJ
de rI) a r2)

ml 1n2 f/1,3
paralelismo

a, a2 a3
de PI) a P2) b=b=b1 2 J

de rl)aP,) a,.II+a2.l2+aJ.l3=O
perpendicularidade de r,) a r2) II.ml-112.fn2+lJ.m3=O

de PI) a P2) aJ.bJ+a2.b2+a3.b3=O
al a2 a3

de rI) a p,) -=-=-.

l, 12 lJ

d) Aplicações à goniometria plana. São fáceis de deduzir
as chamadas fórmulas de adição de ângulos. Sejam U e V

(fig. 24) dois vectores unitários. Como

(
T:

t)cos 2
- ex = sen ex

, cos (; - S ) = Sell �,

tem-se de 9,52),
U = cos IX

• i, + sell 7.
. i2 V = cos � . il + sell � . i 2

donde

U I V = (CJs 0:. il + sen «. i2) I (cos �. if + sen S. i2�'
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Mas u I v = cos e = cos (� - 7.) = cos (7. - �), logo, efec

tuando o segundo membro, tem-se

109) cos (()'. - r) = cos IX. cos r + sen «, sen �.
Se, em vez do produto escalar,

fizermos o produto vectorial de u y

por v, tem-se .

U!\ v=(cos 7.. sen �-senlX. cos r). i3 l,e

e como mod Iu r; v)= sen (u, v)=
= sene =sen((';-7.)=- sen ((l_�)
e como, ainda, o coeficiente de
U I, v segundo i3 é positivo visto

O

que, dada a disposição da fig. 24,
o producto vectorial é dirigido para
a parte positiva de Oz, obtém-se

110) sen (7. - r) = sen 7.. cos � - sen (3. cos «,

Deduzem-se também com grande simplicidade algumas
fórmulas da geometria do triângulo.

� � �

É assim que, da igualdade (fig. 25) AC = AB + BC, se

C tira, multiplicando escalarmente por
� �- ��

AC, AcIAC=ABIAC+
-*� -* �

+ sel AC=modAB.modAC.cos7..J,·
-)- �

+ modBC .modAC.cosP

t, x

Fig.24

\

Fig.25

donde,
�

representando em geral mod PQ por
-

� � -

PQ, e notando que AC I AC = AC2,

111) AC=AB.cosa+BC.cosP.

fazendo, do mesmo modo, :1 multiplicação escalar por AC
-)- � �

mas substituindo, no segundo membro, AC por AB + BC,
obtém-se
-

-* --)- -* � - -
�-*

AC2 = (AB + BC) I (AB + BC) = AB:? -+ Beg + 2AB I BC

= ABD + BC2 + 2AB . BC . cos ('It - y) isto é,
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I12}
-o -.,+-.,

--

AC< = AB- BC� - 2AB. BC. cos ï.

Deduziam-se, com igual simplicidade, outras fórmulas.
II. - Trabalho.

Seja considerada uma fôrça F, representada geomètricamente
pelo vector F (a sua direcção e sentido definem a direcção e

sentido da fôrça, o seu módulo corres-

ponde, tomada uma certa unidade, à
intensidade da fôrça). Se o ponto de

aplicação, A, da íôrça {origem do vector}
se desloca numa certa direcção AB, e

110 sentido de A para B, atingindo essa
-+

deslocação a amplitude AB = mod AB,
chama-se trabalho realizado pela fôrça F,

)/
.

A/- - - - ->-B

FiS.26

por efeito do deslo
-+

camento, ao produto escalar dos dois vectores F e AB:
-+

w=fIAB.113 )
Com esta definição, as propriedades do conceito físico de

trabalho podem ser estudadas com a ajuda do potente apare
lho formal da entidade analítica produto escalar.

15. - Produto mixto. Nos parágrafos anteriores estuda
mos duas funções de vectores, uma vectorial, outra escalar,
definidas a partir de dois vectores. Neste pa rágrafo e nos

seguintes vamos ocupar-nos de funções definidas a partir de
mais de dois vectores. Começaremos pelo chamado produto
mixto de três vectores, que é, como vai ver-se, um escalar.

Definição. Dados três vectores Ut v, w, chama-se
produto mixto deles, e escreve-se U I v 1\ W, que se lê
ti interno v externo w, ao produto escalar de U pelo pro
duto vectorial v 1\ w.

O escrever u I v 1\ w não se presta a nenhuma confu
são quanto ao agrupamento dos vectores, visto que (u I v) 1\ w

é destituido de significação ; o único agrupamento possível é

ul{vl\w). '.
O produto mixto é definido quaisquer que sejam os três

vectores u, v, w; os casos de anulamento ou de parale
lismo que podem apresentar-se são abrangidos pelas extensões
dadas às definições de produto vectorial e escalar [Il, 70), 13,S7J.
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Expressão cartesiana. Sejam

u=1:a,l·ik, v=1:bk·ik, w=1:ck·ik
k te k

as decomposições cartesianas dos três vectores. Tem-se [l l, 80)]
v (\ w = 1: mk. i'i onde ml' m2, m3 são os complementos

k

algébricos dos elementos da primeira linha
do determinante

Cl C:] c3

Como, f13,94)J u I v 1\ w='l, ak• mk= al' ml +a2· m2+
k.

-f a3. m3, tem-se imediatamente

114)

Cl C2 cJ
Como caso particular interessante, tem-se que, se fôr

u=i, v=j, w=k, é

115) ilj (\k= 1 O O =1.

O 1 O

O O 1

Propriedades. l ." - O produto mixto conserva o valor
absoluto e muda de sinal quando se trocam dois vectores.

É conseqüência imediata de 114).
2." - O produto mixto não se altera em valor absoluto

nem em sinal quando se efectua uma permutação circular
sôbre os vectores.

Efectivamente, as permutações circulares de três letras
uvw, vwu, wuv - são pares, o que corresponde a um

número par de trocas de linhas feitas em 114). Pode, por
tanto, escrever-se

116) u I V r. w = v I w 1\ U = w I U 1\ v ,

3.a - O produto mixto não se altera, em valor absoluto
nem em sinal, quando se trocam os sinais de produto escalar
e vectorial, isto é,
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117) u [v (\ w = 11 (\ v I w .

É conseqüência imediata de 116), último termo, e da comu

tatividade do produto escalar.
4.'" - O produto mixto anula-se sempre que, e só quando,

se verifica algum dos três casos,' anulamento de algum dos
vectores, colinearidade de dois quaisquer, coplanaridade
dos três.

Efectivamente:
a) Se se dá qualquer dêstes três casos, o determinante 114)

é nulo por ter: ou uma linha nuia, ou duas proporcionais ou

as três linearmente dependentes [7, 44 a)] -.

b) Se u ] v (\ w=O, ou é 113, 91)] u==O, ou
v (\ w:= O , ou u perpendicular a v (\ w ; por sua vez,
V (\ w = O decompõe-se em v = O , w = O ou v para
lelo a w; e U perpendicular a v (\ w significa que u é
paralelo ao plano de v e w. Repetindo o raciocínio para os

outros dois aspectos de 116), verifica-se a verdade do en un

dado (essa repetição é necessária apenas para estabelecer o

paralelismo, pois as outras duas condições reencontram-se
tais quais eram).

Aplicações geométricas. I) Coplanaridade de três vectores.
Como resulta da propriedade 4.a, a condição de coplanaridade
de três vectores u, v, w, pode ser posta sob a forma

118) ulv(\w=o.
Se entre êles se verificar qualquer relação mais simples:

anulamento de algum, ou paralelismo de dois, o produto mixto
continua a ser nulo, mas não vai utilizar-se êsse anulamento
para a exprimir - há maneiras mais simples: anulamento do
módulo, anulamento do produto vectorial - de modo que 118)
se emprega apenas para exprimir a coplanaridade de três vecto
res no caso geral-sem anulamento e sem paralelismo. De resto,
a relação 118) é equivalente à relação já conhecida [7,44) I
W = I,. u + {J- • V visio q ue, por ser o déterminante das coor

denadas [114)J nulo, uma linha (por exemplo a terceira) é com

binação linear das duas outras.
·A condição de coplanaridade 118) permite escrever muito

simplesmente a equação do plano que passa pelos três pon
tos, não alinhados, Mo, MI' M2•



Como o ponto geral P do plano tem que ser tal que (fig. 27)� � �

MoP MoMl e MoM2 sejam coplanares
tem-se para equação pedida

� � �

119) MoP 1 MoMl (\ MoM2 = O

que é equivalente a lO, 62).
Para equação cartesiana, tem-se,

sendo (?:k)'(�k)'(Yk),(Xk) k=I,2,3,
respectivamente, as coordenadas de Mo,
Ml' M2' P, e atendendo a 114),

X/ - CII X2
- Cl.2 X3

- Ct.
3

= O,
�1-(/.! �2-Ct.2 (;3-Cl.3
YI-Cl.! Y2-Cl.2 Y3-Cl.S

que é a equação já achada lO, 66).
A condição de não alinhamento dos três pontos estabele

ce-se para evitar o paralelismo de dois dos vectores em 119)
e, por conseqüência, que as equações vectorial e cartesiana
se transformem em identidades.

II) Volume dum paralelipípedo. a) Valor absoluto. Seja
o paralelipípedo da fig. 28 com arestas, concorrentes num

ponto, MoMl , MoM2 ,MoMs e altura It = MoM = MoMs. cos e .

Chamando V ao valor absoluto do volume e A ao da área
da base, tem-se V = A . It donde, por 12, 84),

� �

V = mod (MoMl (\ MoM2). IL
-)- � � �

= mod (MoMl (\ MoM2). mod MoM3.1 cos e 1 e como MoM
tem a direcção do produto vectorial MoM/ (\ MoM2 tem-se,

ÁLGEBRA VECTORIAL

por definição de produto mixto,

I�
� �

IV = MoM, (\ MoM21 MoM3120)

ou, o que é o mesmo, pela propriedade 3.a,

I�
� �

IV = MoM,1 MoM2 (\ MoMs·120 a)

Fill.27
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Para expressão cartesiana tem-se, pelo mesmo raciocínio

pelo qual se deduziu a equação cartesiana a partir de 119),

b) Sinal. Volume orientado. Assim como para a área

L 12, v)l, pode definir-se volume orientado j daremos a defini

ção seguinte - ao volume do paralelipípedo de arestas a, b, c,

por esta ordem, concorrentes num vértice, liga-se o sinal +
ou o sinal - conforme o triedro a, b, c fôr de disposição
positiva ou negativa [9]. Corresponde esta definição a tornar

o volume como positivo ou negativo conforme o produto mixto

a I b A c e portanto o determinante de 121) fôr positivo ou

negativo.
Efectivamente, em primeiro logar, o paralelipípedo de

arestas i I ' i2 ' i3 (por esta

ordem) é positivo (disposição Xa
do triedro fundamental de refe

rência) e il I i2 A r, = + 1

1115)1; por outro lado, todo o

paralelipípedo resultante dêste

por deformação contínua das

arestas (em cornprirnentos e

ângulos) conserva o sinal desde

que a disposição do triedro das

arestas se não altere, pela defi

nição dada; ora, enquanto essa

alteração se não der, o produto
mixto não muda também o sinal

visto êste depender, apenas, do sinal de cos 9 (9 = ânjulo do

primeiro vector com o produto vectorial dos outros dois) e,

portanto, da orientação do triedro formado pelos três vectores.

Por exemplo, enquanto a deformação do paralelipípedo con

servar a disposição relativa das duas primeiras arestas e a

= Xl X2 x3 1

-:XI 0'.2 0'.3 1

r:-/ P2 P3 I

'1/{2{31

Or------------------

X/

Fig.28
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terceira fizer um ângulo agudo com Oz, o triedro tem a dis
posição de iI' i2, iJ e o produto mixto é positivo. O produto
anula-se (e, evidentemente, o volume) quando a terceira aresta
passar pelo plano das duas primeiras, e ambos (produto e

volume) tomam o sinal -- desde que ela atravesse êsse plano
passando a fazer um ângulo obtuso com Oz.

Pela definição dada, o escalar volume fica dependente da
orientação dos eixos e, portanto. da axialidade [12] do
espaço - a todo o escalar nestas condições chama-se escalar
axial,

Se os três vectores a, b, c são polares, o seu produto
mixto, ou seja o produto do vector polar a pelo vector axial
b (\ c é, pelo que acaba de ver-se, um escaLar axial,

Aplicação algébrica. Regra de Cramer. Sejam os três vec
tores não coplanares a = 1: ak• ik, b = 1: bk• i/z' C = 2: ck• ik•

Iz k k
O vector u = 2: Uk' ik pode decornpôr-se segundo a, b, c,

k

conforme 7, 45); tem-se u = xI' a + x2. b + xJ• C igual-
dade donde se tira, substituindo os vectores pelas suas decorn
posições e igualando os coeficientes de iI' i2, iJ

al' XI + bI . x2 + CI • xJ = UI
a2 . xí + b2 . x2 + c2' xJ = u2
aJ• XI + b3· x2 + cJ. xJ = llJ'

Os valores de XI' x2' xJ que satisfizerem a êste sistema
satisfazem à igualdade vectorial U = xI' a + xg• b + xJ. C
e vice-versa, de modo que a resolução do sistema se pode
reduzir à determinação dos valores de XI' x2' xJ tais que eh
se verifique. Essa determinação é muito simples; basta, para
calcular, por exemplo, XI' multiplicar escalarmente ambos os

membros por b (\ c; vem

ui b (\ c = XI' a lb (\ c + X2' bib /\ c + XJ• c lb (\ c.

Os últimos dois produtos mixtos são nulos, pela proprie
dade 4.a• fica, portanto,
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uI U2 lL3 I
bI b2 b3

u l b x c cI c2 c3 I
X = =

I a l b A c I al a2 a3 I

I
hI ba h3
CI ca c3 I

que é, precisamente, o valor dado para XI pela regra de

Cramer. Supoz-se, claro, que os vectores a, b, e não são

coplanares. para evitar o anulamento do determinante que

figurá em denominador. Determinavam-se anàlogamente x2 e x3•

16. - Duplo produto vectoriel.

Definição. Dados três vectores u, v, w, quaisquer, cha

ma-se duplo produto vectorial deles ao vector

122) r = u (\ (v A w) _

Como se sabe das propriedades do produto vectorial, não

é indiferente a localização dos parêntesis' em 122); viu-se

efectivamente que

11,76) (u (\ v) (\ w = u A (v (\ w).

É, por isso, indispensável indicar sempre na definição do

duplo produto vectorial qual dos dois agrupamentos se entende.

Propriedades. l ." - O duplo produto vectorial é coplanar
aos vectores v e w e tem-se, por conseqüência,

123) r = u A (v A w) = ).. v + (l.• w

onde ), e (J. são dois coeficientes a determinar.

Efectivamente, r é perpendicular a v A w logo é paralelo
ao plano de v e w e, por conseqüência, verifica-se 123) por

Iôrça de 7,44).
'

2.a - Os coeficientes À e (l. de 123) têm por valores

), = U I w ,(l.. - u I v e é, portanto,

124) U (\ (v A w) = Cu I w} . v - (u I v) . w •

Façamos a demonstração analítica desta propriedade. Para
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isso, consideremos as decomposições cartesianas dos três
vectores

u = al. il + a2· i2 + a3. i3
v=bl·il+b2·i2+b3·i3
w=c,.il+ c2.i2+ c3·i3

e suponhamos, em primeiro lagar, que v 1\ w =1= O. Tem-se,
então, [11,79}]
V 1\ w=(b2c3-b3c2}. il +(b3cl-blc3)· i2 +(b,c2-b2cl)· ia

= m,. il + m«- i2 + 1n3. i3
donde u 1\ (v 1\ w) = XI. il + X2· i2 + X3. i3
com [11,79)].

jXl_a2.m3-a3.ln2,X2- a3. ml- a,. m3
I X2 = a I· m2 - a2 . m I·

Ora, substituindo, obtém-se

X/=a2.(blc2-b2cl)-aa.(b3 cl-bl c3)
=bl·(a2c2+ a3c3)-cI·(a2b2+a3b3)
= bI· (a I c I+ a2 c2 + aJ cs) -

cI· (aI b, + a2 b2 + a3 b3)
=b1"(ulw)-c1·(ulv)

e, análogamente
X2 = b2. (u I w) - c2. (u I v}
X3=b3·(ulw}- c3.(u [v).

Multiplicando, agora, ordenadamente estas igualdades por
il' i2, i3 e somando, obtém-se

Xl . i I + X2 . i2 + X3 . i3
= (u I w) . (bI· i I + b2 . i 2 -I- b3· i3)
- (u I v) . ( cl· i I + C2 . i2 + C3. i3)
=(u [w). v-(u [v): w

o que demonstra 124), no caso, que supozemos, de ser v 1\ w=l=O.
Suponhamos agora que v 1\ W=Oi então [ll,5.a] ou

é v = O, ou w = O, ou v paralelo a w. Em qualquer
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dos dois primeiros casos é, evidentemente, r = O e o segundo
membro de 124) anula-se também. Se é v paralelo a w tem-se

[7, 39) I v = p . w; r anula-se e o segundo membro de 124)
transíorma-se em

(u [w) .(p. w)- u I(p. w). w=p.l(ulw).w-(ulw).w]=O.
A fórmula 124) é, portanto, geral.
3.a - A soma dos duplos produtos vectoriais obtidos

fazendo as permutações circulares sóbre os três vectores é

nula, isto é

125) u (\ (v (\ w) + v (\ (w (\ il) -+- w (\ (u (\ v) =0.

Com efeito, pela propriedade anterior, tem-se

u (\ (v (\ w) = Cu I w}, v - (u I v). w

v (\ (w (\ u) = (v lu). w - (v I w). u

w !\ ( u (\ v) = (w] v). u - (w lu) . v

donde, somando ordenadamente e atendendo à comutatividade

do produto escalar, se obtém 125).
17. - Produtos de 4 vectores. Consideraremos dois pro

dutos, definidos a partir ce quatro vectores, a, b, c, d :

a) o escalar

b) o vector

(a x b) I (c z d},
(a (\ b) (\ (c (\ d).

Vejamos como calculá-los.

a) Cálculo do escalar (a (\ b) I (c (\ d). É

126) (a(\b)l(c(\d)=lalc bic
aid b l d'.

Com efeito, o produto quádruplo de que estamos tratando

pode ser considerado como um produto mixto dos três vecto

res a, b e c (\ d, tanto como um produto mixto dos três

vectores a (\ b, 'c e d. Isto, que resulta imediatamente da

definição de produto mixto 115J, pode ser verificádo directa

mente por via analítica, o que deixamos ao cuidado do leitor.

Tem-se, portanto, considerando os três factores, a, b e C A d

e atendendo à permutabilidade dos sinais de produto vectorial

e escalar no produto mixto [.15, prop. 3.al e às propriedades

do duplo produto vectorial [16,124)J bem como a 13,88),
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a 1\ b I{c 1\ d) = alb 1\ (c 1\ d) = all(bld).c- (blc).dl
= (b I d) . (a I c) - (b I c) . (a I d) ,

o que demonstra 126).
b) Estudo do vector (a 1\ b) 1\ (c 1\ d).
Em primeiro, logar, verifica-se que êste vector, visto ser

perpendicular a C 1\ d, é coplanar a C e d logo tem-se

[7,44)1
(a /\ b) 1\ (c 1\ d) = l.. c + (l-. d.

Por outro lado, por ser êle também perpendicular a a 1\ b,
é coplanar a a e b, e portanto

(a 1\ b) 1\ (c 1\ d) =;. a + n . b.

Os coeficientes I. e u. deterrninarn-se fàcilmente do modo
seguinte: o produto quádruplô pode ser considerado como

um duplo producto vectorial cujos factores são a 1\ b, c e d ;
tem-se, portanto, de 16, 124),

1 27) (a 1\ b) 1\ (c 1\ d) = I (a 1\ b) I d]. c - [ (a 1\ b) I ci o d

isto é {
I. = a 1\ b I d

p-=-al\blc.
Anàlogarnente se determinant � e 'r;; tem-se

(a 1\ b) 1\ (c 1\ d) = - (c 1\ d) 1\ (a 1\ b)
= - ) [(c 1\ d) I b] o a - Ue 1\ d) I al o bi

isto é,

128) (a 1\ b) 1\ (c 1\ d) = - [(c 1\ d) I b lo a-+
+ l(c 1\ d) I a] ob.

{�=-cl\dlb'r;= c x d l a .

É portanto

As igualdades 127) e 128) permitem, no Ci1S0 em que o

produto mixto a I b (\ C não é nulo, isto é, em que, a, b, c
não são coplanares [15) prop. 4.a], calcular os coeficientes da
decomposição de d segundo o triedro, não rectangular em

geral, formado por a, b e co

Com efeito, subtraindo ordenadamente 127) e 128) obtém-se

69
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0=- (c A d I b). a + (c A d I a). b - (a 1\ b I d). c +

+ {a A b I c}. d

que pode escrever-se, atendendo às propriedades do produto
mixto [15],

129} (a I b A c). d - (b I c A d). a + (c I d A a). b-
- (d I a A b). c = O (I)

e daqui tira-se d em combinação linear de a, b, c visto que,

por hipótese, a I b (\ c =F O •

18. - Operadores lineares no plano. Seja U um sis

tema linear [5] qualquer e seja k o símbolo de uma 'Operação

por meio da qual os elementos do sistema U sao transíor

mados em outros elementos,' pertencentes ou não a U. A k

dá-se o nome de operador (2) e, dado o elemento u de U,
representa-se por k(u) o resultado que se obtém após a apli
cação, sôbre u, da operação de que se trata.

Por exemplo, no sistema linear de vectores do espaço, os

símbolos de produto escalar e produto vectorial são opera

dores que transforrnam : o primeiro, vectores em escalares, o

segundo, vectores em vectores.

O operador k diz-se linear quando se comporta, em rela

ção à adição e à multiplicação por um número real (que são,
como se sabe, as operações que estruturam os sistemas linea

res), do modo seguinte:

130} { k(U/+U2)=k(u,)+k(U2)
k (p. u) = p. k(u} e número real qualquer.

Destas igualdades resulta imediatamente que

(I) Esta igualdade fixa-se fàcilmente notando que os quatro
termos do primeiro membro contêm, com sinais alternadamente
+ e -. as permutações circulares das letras a, b, c, d.

(2) O operador pode definir-se independentemente de User

ou não um sistema linear; o que há de essencial na noção de ope

rador é a transformação de elemento em elemento e não a natu

reza do conjunto em que opera.
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n n

131) k(l,fL.llj)=l,Pj. k(llj)
j=l i=l

que mostra que o símbolo de operador linear é permutável
com o de combinação linear.

O produto escalar e produto vectorial, são, em virtude da

definição dada, operadores lineares lll, 74); 13, 90 b)].
Neste parágrafo vamos estudar mais dois operadores, cujo

carácter linear será estabelecido: o operador i, ou operador
de rotação recta, e o operador eja, pu operador de rotação

geral.
Em tudo o que vai seguir-se, suporemos que os vectores

considerados pertencem a um mesmo plano (ou lhe são para

lelos, por serem vectores livres), e represeni:aremos por e o

vector unitário normal a êsse plano. Se o plano fôr o plano
Oxy, será e = + k, significando k, como sempre, o vector

unitário do eixo Oz.

I. - Operador i (rotação recta). Definição. Dá-se o nome

de operador i àquele operador que produz sôbre um vector U

a transformação que consta da igualdade

132) i (u) = e II u.

Vejamos qual a significação geométrica dêste operador.

Fill.29

Como e (\ u é perpendicular a e e a u, êle está, eviden-
1t'

temente, no plano de U e faz com êste vector um ângulo de 2'
contado no sentido directo ou no retrógrado conforme os

dois sentidos possíveis na orientação de e; se essa orientação
é tal que e está em relação ao plano dado como o eixo Oz

em relação ao plano Oxy (triedro da esquerda na fig. 29), o
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Êste resultado, geomètricamente evidente C visto que, sendo
u e v vectores do mesmo plano, i Cu) e i (v) são também

vectores do mesmo plano, com os mesmos módulos que,

respectivamente u e v, e fazendo entre si o mesmo ângulo) (1)

é de verificação analítica simples. Efectivamente, de 132)
e 17, 126) resulta

i Cu) I i(v) = (e 1\ u) I(e (\ v)

=Iele ulel=I'e ] v u l v ] O

O I=ulv.ulv

ângulo
2

é descrito no sentido directo. Como, por outro

lado, e 1\ u tem o mesmo módulo que u, tem-se que a apli
cação, ao vector U, ao operador i, significá geomètricamente

a rotação de u, no plano considerado (normal a e) de _:_:_
2

radianos, no sentido 'directo all retrógrado, conforme o sen

tido de e.

Com isto, fica justificado o nome de operador de rotação
recta.

Propriedades, l.a - O operador i é am operador linear.
Com efeito, tem-se, da definição e das propriedades do

produto vectorial,
i(u + v)=e 1\ (u + v)=e 1\ u + e (\ v=i(u) -+ i(v)
i (p . u) = e (\ C2. u) = p , e 1\ u = p . i( u)

,

com o que, em virtude de 130), fica estabelecida a propriedade.
Mais geralmente, é f131)1 se UI"" un são vectores

do mesmo plano
n n

133) i(1:j,k.uk)=2:),k.i(uk).
fl=1 k=1

2.a-É 134) i(u)li(v)=ulv.

(r) Note-se que a rotação é feita no mesmo sentido para os

dois vectores (visto que esse sentido só depende do do vector e)
o que conserva o ângulo.
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i (u) !\ i (v) = u !\ v.

ï3

Demonstra-se geomètricamente, pelas mesmas considéra
ções feitas acima, ou analiticamente, recorrendo às propriedades
do produto quádruplo vectorial [17, 127) 1 e do produto mixte.

4.a - Potências sucessivas de i.
É possível definir as potências de i de expoentes 2, 3, ..• ;

basta definir i2 pela igualdade i2 (u) = i (i u) e, em geral,
136) ill (u)= ilill-l (u)].
Em face da significação geométrica do operador i, (v. fig. 29)

verifica-se imediatamente que, qualquer que seja o sentido de e,
e portanto o sentido da rotação de u, se tem i2 (u) = - u ,

iJ (u) = - i (u), i4 (u) = u, ... , igualdades que podem
traduzir-se, simbolicamente, por i2 = _ 1 , iJ = - i ,

i" = 1, .. " ou, em geral

I �:=� �«o+r ;«L _

-1-<-r=2
-i-r=3

com o que o operador i fica assimilado, simbõticamente, à
unidade imaginária i [Lições, vol. 1.0, 2,7,25)1.

II. _ Operador eib (rotação geral). Da teoria da função
exponencial sabe-se que, sendo i a unidade imaginária, se tem
eiO = cos e + i sen G. Pois bem, sendo agora i o operador
de rotação recta que acaba de ser estudado, define-se o novo

operador eib pela igualdade
138) eiO(u)=cosO.u +sello.i(u).

137)

Vejamos qual é a sua significação
geométrica.

Seja o vector e normal ao plano da
figura 30 e orientado positivamente para
a parte anterior do plano ria figura. Dado
o vector u, construamos i (u) = e (\ u,
a partir da linha de acção de u marque
mos o ângulo e e seja P o ponto em

que a semi-recta correspondente encon

tra o arco de circunferência de centro O

,

\

Fig. 50
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Por outro lado, é l7, 39}]

�

�

).=�
mod OA.,OA=).. u, mod u

e raio igual a mod u. Tirando PA e PB perpendiculares às
� �

linhas de acção de u e i (u), têm-se os vectores OA e OB e

_.)- -)- � �

OA+OB=OP, modOP=modu.

-)- �

mas mod OA = mod or] cos 01 =modu.1 cos el e o sinal de r

coincide com o de cos e, de modo que se tem ). = cos O;
�

do mesmo modo se conclue que OB = [l.• i Cu} com. fl- = sen e·
-)-

É, portanto, OP = cos e. u + sen e. i (u) = elO (u) isto é,
a aplicação, ao vector u, do operador e ia consiste na rotação
de u, de amplitude e, feita no plano normal a e e no sen

tido directo, se o vector e é orientado como foi dito.

Com isto, fica justificado o nome de operador de rotação

geral.

É claro que se
'rr

e=- se tem elO(u}=i(u} e, na

2
-)-

fig. 30, OP coincide com i (u) de modo que o operador ante

rior é um caso particular dêste.

Propriedades. l.a - O operador elO é um operador linear.

As igualdades elO(u+v}=elO(u}+elO(v} e elO(e.u}=p.el&(u}
que, conforme 130}, estabelecem a linearidade do operador,
são imediatas a partir da significação geométrica - se aos

vectores U e v se dá, no plano por êles definido, uma rota

ção de amplitude Q, no mesmo sentido, dessa mesma ampli
tude e no mesmp sentido roda a sua soma.

Do mesmo modo, se u roda dum certo ângulo, num certo

sentido, do mesmo ângulo e no mesmo sentido roda p. u •

Se UI"" un são vectores do mesmo plano, tem-se, ern

geral,
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Efectivamente, os resultados das rotações sôbre um vector,
feitas no mesmo plano e no mesmo sentido e diferindo por
um múltiplo inteiro de 27., coincidem.

3.a-É 141) eiO[ei?:(u)]=ei(H".l(u}.
É, geomètricamente, evidente.
Mais geralmente, tem-se

142} eiol [ei02 [ ... eiOn (u)]] = ei(0l. +a2+··· +an) (u).
Daqui parte-se para a definição das potências sucessivas

do operador de rotação geral. Definindo (ei9)2 pela igualdade
{eiO)2 (u) = eiO CeiO (u)] e, em geral, (eio)n pela igualdade
(eio)n (u) = eiO [(eio)n-l (u)] tem-se de 141) e 142)

143) (eio)n (u) = eino (u).
As propriedades estabelecidas mostram que o operador de

rotação geral gosa das propriedades formais dos números com

plexos eiO (i2 = - 1) .

4.a-É 144) eiO(u) I eiO(v)=u I v

e 145) ei6(u)l\eiO(v}=ul\v.
Estas duas propriedades são, ainda, imediatas a partir da

significação geométrica do operador.
Tanto destas, como das anteriores propriedades, são fáceis,

se bem que menos imediatas, as demonstrações analíticas.



19. - Momento dum vector deslizante em relação a

um ponto. Consideremos uma recta R) e um vector fixo [6]
-+-

u = AB sôbre ela (fig. 31); seja
O um ponto do espaço fora da or'::::: - - - - -o'

recta R). Chama-se momento m

do vector fixo u em relação ao

ponto O, ao producto vectorial
.. >

Ill. - MOMENTOS

-)-

146) m=OAl\u.
Propriedades. l ." - O mo-

menta m não se altera quando o vector U sofre uma trans
facção, de amplitude qualquer, ao longo da recta R).

Demos, com efeito, a U a translacção AA' ao longo de R),
isto é, consideremos o vector A'B' = u; o seu momento em

-r-ë- � � �

relação a O é m'=OA'1\ u=(OA + AA') 1\ u=OA 1\ U +
-)- -+-

+ AA' 1\ u=OA 1\ u=m em virtude de 11, 70).
Resulta daqui imediatamente que o momento se pode

definir para o vector u, sôbre R), independentemente da sua

localização sôbre R1 isto é, para o vector deslizante �u vector
ligado à base R) [o].

Representarernos por (Ut R) o vector deslizante u sôbre R)
-

o momento de (u. R) em relação a O é definido por 146).
'

2.a - O momento do vector deslizante (Ut R) em relação
a O não se altera quando O se desloca sôbre uma recta
paralela a R).

Com efeito, se O toma a posição O' sôbre a recta paralela
a R), não há mais -que dar a u uma translacção sôbre R) de
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� �

modo que a nova origem AI satisfaça a AA, = ao' e é então
� � -+

evidente que O'A (\ U = O'A, (\ U = aA (\ U = m.

3.a - () momento de (u, R) em relação a O anula-se
sempre que e só quando U é nulo ou O está sôbre R).

É conseqüência imediata das propriedades do produto
vectorial C11, 5.aj.

4. a
- Coordenadas cartesianas do momento. Prendamos ao

ponto O (fig. 31) um sistema cartesiano rectangular e sejam,
nesse sistema, Xl , x2, x3 as coordenadas de A e 11 = XI . i1 +

-+

,X2.i2+X3.i3; como é OA=xl.il+X2.i2+x3.i3'
tem-se para decomposição cartesiana de m :

m=OA(\u= il
xl
Xl

ia = LI' il + L2· r, + La· ia
x3

X3
com

147) Ll=x2X3-x3X2' L2=x3Xl-xIX3'
L.J-= xIX2 - X2Xl•

�

Momento resultante dum sistema. Seja (UI' RI) = AlB},
-)o- -)o-

(U2, R2) = A2B2,· •. (u,, Rn) = AnBn um sistema de vecto
res deslizantes e O um ponto do espaço. Seja ainda

-)0-

m i
= OAi (\ AiB i o momento do vector deslizante (Ui' Ri)

em relação a O. Chama-se momento resultante do sistema em
-)o-

relação ao ponto O ao vector 00 definido pela igualdade
� Il n�-)o-

148) 00=�mi=2:0Ai(\AiBi'
i=1 i=1

É evidente, em virtude da primeira das propriedades ante
riores, que o momento resultante não se altera quando qual
quer dos vectores do sistema desliza ao longo da sua linha
de acção.
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Quando, porém, se muda o ponto O, o momento resul-
-> -+-+

tante altera-se, e tem-se O'O=1:m'i=�O'Ai(\AiBi' Mas

-> -> -+ � -> -+ �

O'Ai = 0'0 + OAi I logo 0'0 = � (0'0 + OAi) 1\ AiBi =
-+ -+ -+ -+ -+ ->

= 2: 0'0 (\ AiBi + >.: OAi /\ AfBi = 0'0 (\ 2: AiBi +
-+ -+

+ 2: OAi 1\ AiBi isto é,
-+ -+ -+ -+

149) 0'0 = 00 + 0'0 (\ 2: AjBi'

Resulta desta igualdade que o momento resultante do

sistema em relação a qualquer ponto do espaço é conhecido

desde que se conheça: a) o momento resuitante em relação
-+

a um ponto O; b) a soma 2: AiBi dos vectores do sistema.

20. - Coordenadas dum vector deslizante.

a) Coordenadas vectoriais. Seia o vector deslizante (u, R) ;

vamos ver que êle é determinado : a) pelo vector livre u,

não nulo; b) pelo momento m em relação a um ponto O não

pertencente a R).
Com efeito:

I. - O vector livre u determina a direcção, o sentido e o

módulo de (u, R) e também a direcção de R); falta apenas

determinar a posição de R).
II. - O momento m determina: 1.°, o plano que passa por

O e R) (que é perpendicular a m,
logo, a direcção de m determina

\

o plano sôbre o €iual existe R); O

�j�f!J!m2.°, a área S do triângulo OAB il. S
(fig. 32), visto que [12, 84)] jhmod m = 2S e. daqui resulta, \

por ser

2S=modu. h, h=
modm

modu

ficando portanto determinada a

distânciade O à recta R) no plano perpendicular a m; falta

apenas determinar, por conseqüência, qual o lado, a contar·
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de O, no qual se encontra R), o qual depende do sen

tido da orientação da distância h; êste é determinado pelo
�

sentido de m, visto que o triedro OA, u, m, por esta ordem,
deve ter a disposição do triedro fundamental.

Definição. - Os dois vectores U e m que, como acabamos
de ver, determinam o vector deslizante (u, R) chamam-se as

suas coordenadas vectoriais em relação ao ponta O.

b) Divisão vectorial. Com o problema das coordenadas
vectoriais dum (u, R) prende-se o da chamada divisão vecto
rial. Passa-se o seguinte: todo o vector deslizante (u, R) é
determinado univocamente por um vector livre U e outro
vector m, perpendicular a u, ligados êstes dois pela rela-

�

cão 146) m = OA !\ u.

Pode agora pôr-se a questão sob esta forma - dado um

vector livre U e outro vector m perpendicular a u, determinar
o vector x, tal que m = X !\ u. Trata-se, como se vê, da
possibilidade de resolver o problema inverso do da multipli
cação vectorial, problema cuja solução não tem interêsse se
rn e U são quaisquer [11, 7.a). mas que no nosso caso (rn per
pendicular a u) admite solução simples, se bem que indeter
minada. Verifica-se, efectivamente, que satisfaz à igualdade

1
m = X !\ u o vector X =

-1-
. u !\ m.

u u

1 1
De facto, X !\ u =

-1-' (U!\ m)!\ u =-

-1-' u /Î (U!\ m)=
uu uu

=-_!__I lulrn.u-ulu.m]=m.
uu

É claro que, se Xl é solução, é-o tambèm X = Xl + k. u

(k número real qualquer) visto que, então, X!\ u = Xl !\ u +
�

+ k. U!\ u=xI!\ u, Na fig. 31, Xl é o vector OA; k. u.

coplanar a u e portanto vector de R) por ser U deslizante,
�

é o vector AA', correspondente à translacção arbitrária de
�

que U é susceptível sôbre R); X è o vector OA'.
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'pode, em resumo, dizer-se que

)
"

1 :-'0 x =

-1-
. u 1\ m "I k . U

U u

é a solução geral do problema da divisão vectorial.

c) Coordenadas cartesianas. Chamam-se coordenadas car

tesianas dum vector deslizante (u, R) às coordenadas car

tesianas das suas duas coordenadas vectoriais u e rn, São por

tanto [19,147)] Á" X2, X3, L" L�, L3'
Estes seis números são ligados pela relação

151) L,X, + L2X2 + L3X3=O

visto u e m serem perpendiculares.
Das seis coordenadas cartesianas dum vector deslizante

(u, R) só cinco são, portanto, independentes,
21. - Momento dum vector deslizante em relação a

um eixo. Seja o vector deslizante (u, R), H) um eixo de

vector unitário e, e O um ponto
-)o-

dêsse eixo. Seja ainda m=OA (\ u

o momento de (u, R) em relação
a O, e construa-se

-)o-

152) m = e 1 m = el OA 1\ u.

O escalar m goza das seguintes
propriedades:

}.11 _ É independente da posi
ção de U sóbre R). É conseqüência
imediata de,19, prop. }.a. Fig.:5

2.a - É independente da posi-
ção do ponto O sóbre H). Tome- -)0-

mos, com efeito, outro ponto O', sôbre H) e seja m' =e lo'A 1\ u.

�. � � � �

Como OO'+O'A=OA, tem-se m'=e 1 (OA-OO') (\ u=
� -_

= e 1 OA 1\ u - e 1 00' 1\ u = m 115, prop. 4.3].

Definição. O escalar m diz-se momento do vector desli

zante (u, R) em relação ao eixo H).
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Da definição 152) resulta imediatamente que
3.a - O momento m é a projecção, sóbre H), do momento

de [u, R) em relação a qualquer ponta de H).
Desta propriedade resulta ainda
4.a - Os momentos dum (u, R) em relação aos eixos

coordenados Oxjx2x3 são m, = L" m2 = L2' m3 = L3
[19, 147)].

Efectivamente, o momento de (u, R) em relação à origem
dos eixos (ponto que pertence aos três eixos) é m = L" il +
+ L2. i2 + L3' i3 e as projecções dêste vector, ou sejam as
suas próprias coórdenadas, L, = m I iI' ... , são, pela prop. 3.a,
os momentos em relação aos eixos' coordenados.
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Exercícios

1. - Dados os dois vectores livres
--

OP =2i-j + k
,-�

OQ=i+ j -k, determinar:
-�

a) a decornposição cartesiana do vector PQ e os seus cosenos
directores;

-�

b) a projecção de PQ sobre o vector do plano O.�y que faz
com os eixos O:r e Oy, respectivamente, os ângulos 30° e 60°;

c) a área do triângulo OPQ.

8r

6
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2. - Verificar as igualdades
(u /\ v) /\ IU /\ w)=(u l v /\ w).u

(u + v) /\ (v + w) I (w + u) = 2u /\ v I w.

3. - Calcular o quadrado do produto mixto de três vectores.

é. Em que se transforma o resultado quando os vectores são trior

togonais?

4. - Verificar que

(u /\ v) I (v /\ w) /\ (w /\ u) = (u I v·/\ w)2 .

5. - Verificar as seguintes propriedades do operador e
iO:

a) uleiO(u)=coso.(moa:ul

b) u/\eio(u)=seno.(modu)2.e

c) ·eio(u)lei"(u)=cos(O-<1.). (modu)2

d) eiO (u) /\ e
ia. (u) = sen (" - o). (modu)2. e.

6. -::- Demonstrar vectorialmente que ás diagonais dum para

lelogramo se cortam ao meio.

7. - Demonstrar que a soma dos vectores determinados pelas
três medianas dum triângulo (origens nos vértices) é nula.

8. - Seja O um ponto fixo, u e v dois vectores constantes com

origem nesse ponto, P e Q as uas extremidades, e r o vector

variável de origem em O, r = xi + yj + zk. Mostrar que a

esfera cujo diâmetro é PQ tem por equação (r - u) I (r - v) = o.
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I. TRANSFORMAÇÕES LINEARES

1. - Transformações de coordenadas cartesianas.

Posição do problema. O problema da transformação de coor

denadas, de grande importância em tudo que vai seguir-se,
consiste no seguinte - dado um sistema (S) de eixos carte
sianos Oxyz e as coordenadas (x, y, z) dum ponto qualquer M

do espaço, determinar as coordenadas (;, y, -;) do mesmo ponto
M em relação a outro sistema (5) de eixos Õ:; y;: isto é,
calcular x, y, z em função de x, y, z e vice-versa, na hipó
tese de que a posição do ponto M não varia mas, apenas, o

sistema de referência do espaço.

Suporemos, em primeiro lagar, que os sistemas (S) e (5) são
ambos rectangulares e depois consideraremos o caso mais

geral de (S) e (5) serem quaisquer.
Para obter maior simetria nas fórmulas a que se chegar,

representaremos, como habitualmente, os eixos do sistema (S)
por Oxl, Ox2, OX3 e os do sistema (5) por 0-;1' 0-;2' 0:;3;
os vectores unitários dos �xo�se�o representados, respecti
vamente, por iI' i2, i3 e iI' i2, i3'

Resolução do problema. 1.0 caso: (S) e (5) triortogonais.
Os dois sistemas terão, em geral, além de direcçõesdife

rentes dos eixos, também origens diferentes mas, para simpli-
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x'
---�

ficar a questão, podemos
se isso não se desse,
não haveria mais que
tomar um sistema in
termédio ( S') com a

origem do segundo e

eixos paralelos ao pri
meiro, isto é, o sistema

que se deduz de (S) por
uma translacção da ori

gem determinada pelo
-

vector 00. É claro que
se um ponto M tem no

sistema (S') as coorde
nadas (x'l,x'2,x'Jl êle

têm, no primitivo sis
tema (S) as coordenadas

supôr que as origens coïncidem;

Fig. 54

1)

-

, ,

XI=I'JIXI
x2=Î2+X'2
xJ=iJ + X'J

se chamarmos i·l, i
2'

Î.
J às coordenadas de O em relação ao

sistema (S).
feita, por conseqüência, esta transformação prévia de coor

denadas, ficamos apenas com os dois sistemas (S') e (5) com a

mesma origem, mantendo-se, entre êles, as mesmas relações

direccionais que existiam entre (S) e (5).
Suporemos, portanto, em tudo o que vai seguir-se, que as

origens de (S) e (5) coïncidem.

Sejam, então, os dois sistemas da figura 35, o ponto M

de coordenadas (XI' x2' xJ) em (s) e (;1';2' ;J) em (5) e

procuremos as relações que ligam os xi aos Xi'
-

O vector OM tem, no sistema (S), a decomposição carte-
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e, no sistema (5),siana OM=x,.iJ+x2.i2+x3.i3
-)o-

OM = xl' il + x2· i2 + x3· i3'
Ora, como por hipótese, o ponto M, e por conseqüência

x
.'

x
,

Fig.35

--]r
.a

x
"

----*

o vector OM, não mudou, mas simplesmente o sistema de
referência, deverá ser

2) J.,xk· i'l=J.,Xk. ik
k k

e para que desta relação se tirem os xk em função dos xk não

há mais que exprimir os vectores ik nos ik, isto é, decom

pôr os vectores unitários do novo sistema (5) no primitivo sis
tema (S).

Ora as coordenadas (coeficientes da decomposição carte

siana) dos vectores unitários são [1, 9, 52)] os cosenos dos

ângulos que os vectores formam com os eixos coordenados,
logo se fizermos

3) i, k = 1,2,3,



isto é

5) J" "CI. I"k= � 't«: j
j

k=I,2,3
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ter-se há

4)

tomando o índice do somatório, evidentemente, também os

valores l, 2, 3.
Substituindo agora estes valores 5) em 2), tem-se

"
•

-c

-

�
• ..," ("

-

)"'" Xk. JIl = � XIl• � (Xjk' Jj = � lj' £" Cl.jk�k
k k j j k

e como um somatório não depende da letrajque representa o

índice em relação ao qual o somatório se] desenvolve, esta

igualdade pode escrever-se sob a forma

"
.

-

, ..
'

(". )�Xj.Jj-�Jj' "",O:jk,xk
j j k

donde

6) Xj=].(Xjk,xk j=I,2,3,
k

fórmulas que resolvem o problema.
2.° caso: (S) e (5) não triortogonais.
Como se sabe [1,7J três vectores não coplanares quais

quer podem servir de base para a decomposição de um vector

qualquer do espaço. Se tomarmos três vectores quaisquer nes

sas condições il' i2, iJ, com origem comum O; como eixos

coordenados as três rectas Ox" OX2' OXJ sôbre as quais êles

se encontram e orientadas como êles, e como planos coorde

nados os planos definidos por êsses eixos dois a dóis. tere

mos um sistema de referência cartesiano não rectangular
Ox, x2 xJ em relação ao qual as coordenadas dum ponto serão'

as distâncias aos planos coordenados, medidas não já nas per

pendiculares aos planos mas, sim, sôbre as paralelas aos eixos;
e essas coordenadas são únicas porque as decomposições são

únicas [1,7 e 9J. Se o ponto M tiver, nesse sistema (S), as



ALGEBRA TENSO RIAL

-+

coordenadas xJ' x2' x3' o vector OM=u tem [1,7,45)J a

decornposição
u=1: xk.ik

k

exactamente como se passa num sistema rectangular.
Dado agora outro sistema (5) também não triortogonal, de

- - - - - -

base il' i 2' i 3 não coplanares, ter-se-há, se forem XJ' X2' X3

as coordenadas do mesmo ponto M nesse sistema, u = 2: xk• i Il
k

e, para relacionar as coordenadas xk com xk' não há mais que,
na igualdade

�
. -�- -:

�xk·lk-�Xk·lk'
k k

introduzir as relações que ligam os ik aos ik, isto é, as decorn

posições dos i k no sistema (S). Essas decomposições são da
forma

7) ik=1:Cjk.ij k=l,2,3
j

que, introduzidas na igualdade acima, nos dão, por um racio
cínio análogo ao que atraz fizemos,

8) j=1,2,3.xl
= 1: Cjk· xk

k

Tudo se passa, portanto, como no caso de os sistemas
serem triortogonaís, à parte a significação dos coeficientes

Cjk que lá eram os cosenos directores dos vectores unitários

do sistema (5) e que aqui deixam de o ser porque essa pro
priedade desaparece desde que o sistema de referência deixe
de ser triortogonal.

É claro que as relações 5) e 6) são, respectivamente, casos

particulares de 7) e 8) ; para as distinguirmos, representaremos,
daqui em diante, a transformação geral 8) por TI e a trans

formação de coordenadas 6) por Tm (a razão do uso dêstes
índices será adiante explicada) de modo que sempre que nos
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referirmos a TI e Tm entender-se hão, respectivamente, as

transformações de coordenadas

Tm) Xj=l.CY.jk.xil }=/,2,3.
il

Estas fórmulas de transformação de coordenadas vão cons

tituir o ponto de partida de explorações em dois domínios
diferentes - no primeiro, ocupar-nos. hemos essencialmente
do seu significado geométrico, no segundo daremos atenção
especial ao seu carácter analítico.

Antes de iniciar o estudo em cada um dêsses domínios.
fixemos desde já o carácter linear de TI e Tm: as duas trans-

formações consistern na efectivação duma substituição linear
homogénea sôbre 03 xi:

Xi = C1/ • ;, + Cl2 • ;2 + C13 • �J
Tl) x2 = C2,· Xl -+- C22• X2 + C2J· XJ

XJ = CJl• XI + C32• X2 + C33• X3•

Por isso se lhes dá o nome de transformações lineares.
Chama-se matriz desta transformação linear à matriz

(:12 C'3 'I

da substituïção linear homogénea sôbre os xi' e chama-se
módulo da transforrnação linear ao determinante associado (1)

a esta matriz

9)
Como se vê, (7)J. as colunas da matriz são constituídas

pelas coordenadas dos vectores unitários do sistema (5) em

(1) V. Lições, vol. 1.0, 3, 29.



ÁLGEBRA TENSORIAL

relação a CS) e daqui resulta que o módulo O (O) é, necessà

riamente, diferente de zero.

Efectivamente, se fôsse O (O) = O ,
haveria a mesma

relação linear e homogénea entre os elementos das linhas e

os três vectores il' ip, i3 seriam linearmente dependentes,
logo coplanares [1, 7] contra a hipótese.

2. - O ponto de vista da geometria afim. A transfor

mação linear TI a que se chegou no parágrafo anterior

transformação das coordenadas dum mesmo ponto em dois
sistemas diferentes de coordenadas com a mesma origem
pode ser encarada dum outro ponto de vista. Consiste êle em

considerar essa transformação como dando, num mesmo sis

tema fundamental de coordenadas, as relações existentes
entre as coordenadas de dois pontos.

Consiste. como se vê, êste critério em deduzir, do espaço

dado, e partindo de um dado sistema de coordenadas cartesia

nas, um novo espaço cujos pontos têm coordenadas definidas

em função das do primeiro pela transformação Tl' O estudo

das propriedades dêsse novo espaço é o objecto da geometria
afim.

É claro que o ponto de coordenadas nulas no primitivo
espaço é também o ponto de coordenadas nulas no espaço

definido pela transformação linear Tl; efectivamente, para

Xi = O vem Xi = O e, recíprocamente, o sistema

X, = c" • -;1 + c,p. x2 + c'3 . x3

x2 = c2' . -;, + c22 • ;p + c23 . ;3
X3 =C31, XI + c32' X2 + c33· X3

dá para X'=X2=X3=O a solucão única xl=xp=x3=O
visto que é, então, um sistema homogéneo de determinante
O (O) = I Cjk I +- O.

Resulta daqui que a transíormação linear TI' fazendo cor

responder a cada ponto um novo ponto, faz, afinal, correspon

der a cada vector livre (que pode sempre supôr-se ter origem

•
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V1=2.x,l·ik
Il

Vl + V2=::'(Xk + YIJ· ik'
k

T, sôbre OS xk e os Yk tem-se [l, 8)J

D(V/)=2:(::'cki'-;i)ik, D(V2)=::'(2:ckj.Yj)' ik
Il J k i

D (V _L V ) = '5' (y
-

I" -;). -" ,. (- _L -) •

I r 2 _, �Cki'Xi T -Ckj'Yi .1k-�",",c'li Xi ' Yj).lk
k i ,

i k i
= D (VI) + D (V2).

e

na origem dos eixos) um novo vector livre i isto é, T, define

uma nova multiplicidade vectorial, a multiplicidade vectorial

afim, cujo estudo é objecto da geometria afim.

Pelo que se viu, a correspondência dum vector ao seu cor

respondente do espaço afim é definida, afinal, pela matriz

D = ((cik)) da transformação linear i dos seus elementos Cjk'
e só deles, dependem os novos vectores. A matriz D = ((Cjk))
pode ser portanto encarada como um operador, agente da

transformação dum vector noutro vector. Representaremos
essa acção do operador D pela notação

D(V)= V;
ela significa que o operador D faz corresponder ao vector V

o vector V efectuando sôbre as coordenadas de V a substi

tuïção linear T, .

Como propriedade importante dêste operador, tem-se que:

O operador D = ((cik)) é linear.

Para o ver tem que provar-se [1, 18J que

D (Vl + V2)=D (VI) + D (V2)
D(p.V/)=p·DlVl)·

Sejam V2=�Yk' i'l
k

fazendo a transformação linear

donde

Por outro lado, é e . VI= 2. (2. xk) . ik, donde
Il

D (2. VI) = :io [:io cki .(e ;j)] . ik = p. 2. (2. cki' -;i) . ik = f. D (VI)
Il i k j

com o que fica demonstrada a linearidade do operador D.

Daqui resulta que, em geral, é
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10) D(�ri·Vi)=}.ri·D(Vi)·
i i

Por estas propriedades se pode já antever o papel impor
tante que a teoria das matrizes é chamada a desempenhar no

estudo das transforrnações lineares do espaço. No parágrafo
seguinte serão estudadas algumas propriedades dessas trans

formações.

3. - Propriedades das transformações lineares. - Con

tinuando a considerar a questão que nos está ocupando do

ponto de vista da geometria afim, suporemos, para simplificar,
e sem perda de generalidade, que temos um sistema de coor

denadas cartesianas rectangulares e nêle definida a transfor

mação linear geral

Xl =Cll• Xl + C12• X2 -+ C13 'X3

X2 = C21' X, + Cn· X2 + C23' XJ

X3=C31'XI + C32'X2 + C33'X3

e a transformação linear particular

Xl =17.11, Xl + 17.12 'X2 + :l.13,x3

Tm x2=a21,x,+a22,x2+a23,x3

X3 =a31,x1 + !X32,X2 + :7.33·x3•

N estas duas transformações lineares os coeficientes Cjk e iXjk
têm a mesma significação - as colunas do operador D = ((Cjk))
são, num e noutro caso, os cosenos directores dos vectores
- - -

i I' i2, i3 - mas as diferentes relações direccionais dêsses

vectores, triortogonais em Tm e não triortogonais em Tl' pro

duzem alterações profundas nos espaços definidos por TI e TUli
como veremos no parágrafo seguinte.

Por agora, e como primeira propriedade das transforrna

ções lineares, vamos ver uma particularidade importante das

transformações Tm.
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Prop. I." - O módulo da transformação Tm é um deter

minante ortogonal.
Efectivamente, no determinante

9(D)=Ll= cY." cY.12 (/.13
cY.2l Cf.22 Cf.23
Cf.31 cY.32 cY.33 tem-se:
-;-

a) por serem os vectores 11' i2, i3, unitários (e o sis-

tema fundamental rectangular) donde ('mod Ik)2 = I :

�2 + r,2 + �2 - IV-11 V-21 V-31
-

Cf.72 + Cf.�2 + Cf.}2= I

Cf.73 + Cf.�3 + Cf.}3= I

ou seja
12) k,l=1,2,3, l-l--k.

isto é,

11) 2, (/.7k = I k '= I, 2, 3 ;
i

b) por serem os mesmos vectores perpendiculares entre si

dois a dois(e o sistema fundamental rectangular) donde liz I i,=0,
se k:.:f=l:

cY.II • Cf.12 + cY.2l • (/.22 + Cf.31 • Cf.32 = O

Cf.1I • Cf.13 + Cf.21 • Cf.23 + (/.31' Cf.33 = O

(/.12·Cf.13 + Cf.22·Cf.23 + cY.32·Cf.33=0

2, (/.ilz' 'Y.i, = O
i

As relações 11) e 12) podem conglobar-se em

13) l.Cf.ilz,rxi,=o", k,l=I,2,3
, i

as quais mostram que o determinante Ll é ortogonal (1):
Daqui se conclue imediatamente, pelas propriedades dos

determinantes ortogonais, que
1.0 - entre os coeficientes de T

ni se verificam, além de 13),
também as relações

(I) V. Lições, Vol. L°, 3,27, 6r).
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14) '}O'.kj'O'.lj=o'li k,l=I,2,3;
j

2.° - o módulo de Tm só é susceptível de tomar os valo-

res + 1 e -I.

Pelo facto de o módulo de Tm ser um determinante orto-

gonal, a estas transformações dá-se o nome de transforma
ções ortogonais. Elas gozam de propriedades importantes como

veremos.

Antes de prosseguir, salientemos que as transf'orrnações
lineares gerais TI não são ortogonais, por lhes faltarem as rela-

ções 12) de perpendicularidade dos vectores ij• O módulo

destas transforrnações é sempre diferente de zero, como se viu

no final do parágrafo 1, mas não ortogonal se elas não forem

da forma Tm'
Produto de transformações lineares. Chamaremos produto

de duas transformações lineares: Tl' de operador 0= ((Cjk))'
e Til' de operador D' = ((C'jll))' ao resultado obtido pela

efectivação sucessiva das duas transformações. Isto é, se por

T I se efectua a passagem dos Xj aos xk pelas relações

Xj = � Cjk . xk e por Til a passagem dos -:;k a outras coorde-
k
= -

_".
f

-

xk --

� C n- Xl'
I

chama-se produto>nadas xl pelas relações
=

à passagem dos xj aos xl por

-'\' ),,-
Xj -

� Cjk • � c kl : Xl
k I

relação que pode escrever-se
=

15) Xj
= '5. rjI • X I

I
i= /,2,3

com

)'
I

rjl = � cjk• C kl'
k

Daqui se conclue que o resultado do produto é uma nova

transformação linear Till definida por 15) e produzida pelo.

operador

16)

93
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D" = ((rj')) = ((2: -» . c'k'))
k

que é (1) o produto dos dois operadores D e D'. Assim, a

operação do produto de duas transformações lineares reduz-se
à do produto dos dois operadores correspondentes, o que
tem a enorme vantagem de trazer para aqui tôda a aparelha
gem formal do produto de matrizes; assim a operação é
associativa (uma vez definido, como habitualmente, o produto
de mais de duas substituîções) e, em geral, não comutativa;
além disso, o determinante associado do produto (módulo) é
igual ao produto dos determinantes associados dos factores.
Pode, pois, enunciar-se a

Prop. 2.a - O produto de transformações lineares é uma

iransformação linear; a operação goza da propriedade asso

ciativa e em geral não da comutativa; o módulo do produto
.é igual ao produto dos módulos dos factores.

Daqui resulta, pelo facto de o produto de determinantes
ortogonais ser um determinante ortogonal (2) :

Corolário. - O produto de duas transformações ortogo
nais é uma transformação ortogonal; se elas tiverem módulos
iguais o produto tem módulo + l, se os tiverem diferentes
o produto tem módulo - 1.

Transformação inversa. Chama-se transformação inversa da
transformação linear T, à transformação que dela se deduz

exprimindo as coordenadas xk em função das coordenadas xk•
O sistema

XJ = clf . XI + cl2 • x2 + cl3 • x3

x2 = C21 • Xl + c22• x2 + c23 • x3
- - -

x3 = c31• Xl + C32• X2 + c33· X3

considerado em relação às incógnitas Xl' X2' x3' é compatível

(1) V. Lições, vol. L°, 3, 32, 76).
(2) Idem, idem, 3, 27, prop. 4 ....
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e determinado por ser o determinante do sistema (módulo
de T,) diferente de zero e tem-se (1)

17) xi=1.Yill,Xk j=1,2,3
k

onde os lik são os quocientes dos complementos algébricos
dos cki (que representaremos por Cki) pelo módulo:

) . c.,18 fik=e(O)'
Tem-se, portanto, a

Prop. 3.e, - Tõda a transformação linear T, (módulo
diferente de zero) tem uma transformação inversa que é
também linear e da forma 17).

Procuremos a inversa duma transformação ortogonal
Tm: xi = � O'.ik' Xk. É, neste caso, (2)

k

• Ak, O'.ki·O(O)lik =

e (�) =

e (o)
= O'.ki' logo a inversa é definida por

19) Xj=1.O'.kj,xk j=1,2,3
k

e obtém-se, por conseqüência, trocando os índices dos coefi
cientes.

Calculemos o produto duma transf'ormação linear pela
sua inversa.

fazendo o produto de xi
= 1: Cjk . xk por Xj

= � Ijk' xk
k k

obtém-se, por 15), xj=1.rj,.;, com [16)1 ril=1.cjk.lkl'
I k

Mas [18)J ru= �(�) Clk' logo é rjl=-;Cill' O(�) ·Clk=

= O(�) ;Cjk,Clk= O(�) .Ojl·e(0)(5l=Ojl·

(I) V. Lições, vol. 1.0, 4, 4, 21) e 22).
(2) Idem, idem, 3, 27, prop. 2.a, 60).
(3) Idem, idem, 3,12,23).
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Tem-se, por conseqüência,
=

20) Xj = � Ùj, • X, j = 1,2,3
,

isto é, a transîorrnação linear produto é a transforrnação

\ Xl = �I
,

-

I
x:J -

�2
xJ = xJ

'que se denomina transformação identidade, pelo facto de

transformar um vector em si mesmo. Obtinha-se o mesmo

resultado se se invertesse a ordem dos factores, logo:

Prop. 4. Œ
- Existe uma transformação linear, denomi

nada transformação identidade (representâ-la hemos por E),
que é igaal ao produto de qualquer transformação linear

pela sua inversa, independetttemente da ordem dos factores.
É fácil ver que a transforrnação identidade .multiplicada

por outra a não altera. Efectivamente, efectuando sôbre a

transformação identidade outra transiormação T, obtém-se,

à parte eventualmente a designação das letras, a mesma T, e

efectuando sôbre T, a transformação identidade; obtém-se

ainda T" logo

Prop. 5." - A multiplicação duma transformação linear

T, pela transformação identidade é uma operação comutativa

(como a da muitiplicação pela inversa, o que é, na multipli
cação de transformações lineares, ama excepção) e o resul

tado da operação é igual aT,.

20 a}

4. - O conceitd de grupo de transformações lineares.
Seja considerado um conjunto U de elementos de natureza

qualquer - números, qualquer que seja a sua natureza, opera

ções, transíormações. etc. - e suponhamos que dentro dêsse

conjunto se definem, duma maneira inteiramente arbitrária:

a} uma operação de composição ou muitiplicação de ele

mentos de U, pela qual de dois elementos ul e u2 de U se

determiná o seu produto il I . il:] ;
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b) um elemento de U que se designará por elemento uni
dade ou identidade: e.

c) o inverso u-I dum elemento qualquer u de U.
O conjunto diz-se que é um grupo quando satisfaz às

seguintes condições:
l ." - O produto de dois elementos quaisquer de U é ainda

um elemento de U - pela operação da composição ou produto
não se sai nunca do conjunto.

2.a - A operação da multiplicação é uniforme e associa
tiva, não se exigindo, em geral, a sua comutatividade, isto é,
podendo ser diferentes os produtos à esquerda e à direita de
ll2 por uI'

3.a - O produto, à esquerda, da identidade por um ele
mento qualquer de U é igual a êsse mesmo elemento:

e.u'==u.

4.a - O produto, à esquerda, do inverso dum element')
pelo próprio elemento é igual à identidade

a:", u=e.

(Para a axiomática da noção de grapo, ver o volume desta
colecção Teoria das Matrizes, por A. Monteiro).

Exemplos de grupos. 1.0 - O conjunto dos números racio
nais, no qual se toma como composição a multiplicação ordi
nária de dois números racionais e como unidade o número l,
satisfaz às condições postas e constitue, portanto, um grupo.

2.° - O conjunto dos números reais é também um grupo
quando se toma para composição a multiplicação ordinária e

para unidade o número 1.
3.° - O conjunto dos números fraccionários (não inteiros),

tomando como composição a multiplicação ordinária, não é um

grupo visto que o produto de dois números fraccionários pode
ser um número inteiro.

Não é, por razão análoga, um grupo o conjunto dos núme
ros reais não racionais.

4.° - O conjunto dos números inteiros positivos e nega
tivos, incluindo zero, é um grupo desde que se tome como

composição a adição ordinária e como unidade o número zero;
o inverso de a é, então, - a.

7
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5.° - O conjunto das translacções do espaço, onde se toma

como composição a adição ordinária de translacções e como

unidade a translacção nula, é também um grupo.
6.° - O conjunto das simetrias em relação a um ponto,

tomando como composição ou multiplicação a efectivação
sucessiva duma simetria .ern relação ao ponto M e uma sime
tria em relação aq ponto P, não é grupo, porque o produto
dessas duas simetrias não é uma simetria, mas sim uma trans-

�

lacção definida pelo vector 2. MP (fig. 36).

Da definição dada de' grupo resulta ainda que o conjunto
das transformações lineares TI é um grupo, como 0 é tam-

bém o conjunto das transformações ortogonais. Êste último

grupo diz-se um sub-grupo do grupo das transformações,
lineares pelo facto de as Tm formarem grupo e de tôda aTm
ser uma TI.

É ainda verdade que formam grupo as transformações
ortogonais, Till' de módulo + l, mas já as transformações
ortogonais de módulo - 1 não formam grupo';' eíectivarnente,

� �

AA"=BB"=
� �

=CC"=2. MP

Fig. 56
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o produto de duas dessas transformações não é uma trans

formação da mesma natureza, mas, sim, uma transforrnação
ortogonal de módulo + 1.

Importância do conceito de grupo. O conceito de grupo de

transformações lineares tem uma importância enorme porque
em relação a êle se podem classificar as propriedades geomé
tricas do espaço. Há propriedades geométricas que são inva
riantes para um grupo de transformações lineares e que o não

são para outras. Assim, por exemplo, o paralelismo de rectas
é uma propriedade invariante com o grupo das transforma
ções lineares, isto é, se dois dados vectores são paralelos, os

seus transformados são também paralelos. Isto é uma con

seqüência imediata de ser o operador D da transformação um

operador linear i com efeito, dados dois vectores Vl eV2=P.Vl'
paralelos, os seus transformados pela transformação linear são

Wl=D(Vl) e W2=D(p.Vl)=p.D(Vl)=p.Wl istoé,
W2 é paralelo aWl.

Mas já, por exemplo, a orfogonalidade se não conserva

para uma transformação linear qualquer.
Suponhamos, com efeito, dois vectores

V2=J.Yk· ik
k

entre êles a relação

Vj·=J.xk.ik e

k

perpendiculares entre si, isto é, verificando-se
W

J. xk 'Yk = O, se supèzermos os eixos
k

rectangulares.
Os seus transformados são D (Vl) = J. -:;k. ik, D (V2) =

k

=J.Yk.ik com xk=J.Cjk,Xj, Yk=J.Cjk'Yji calculemos
k j j

1. ;k'Yk' É £;k'Yk= J.(J.Cjk· x). (1.�/k·Yi)= J.XjYI·J.,CjkOclk=
k k k f I fi k
= J., dfl xf. YI' não nulo em geral.

fi

É fácil ver, porém, que se a transíorrnação fôr ortogonal
a ortogonalidade se conserva i efectivamente,. neste caso é

efk = IXjk e tem-se {3, 14)] dj[ = J. IXfk' IXlk
- (;

fi donde
k
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},;k'Yk=1.0il,Xi'YI=1.Xj1.ÕiIYI=1.Xi'Yi=O, logo o

k il i I i

anulamento de 2. xk . Yk é uma conseqüência do anulamento
k

de 1. xk. Yk e os vectores transformados são ortogonais
k

como o eram os primeiros.
Há muitas outras propriedades que são destruídas por

uma transformação linear geral TI e conservadas por uma

transíormação linear ortogonal; está neste número, como

fàcilmente se verifica, o ângulo de dois vectores e o módulo
dum vector e, por conseqüência, a distância de dois pontos do
espaço. Resulta daqui que as áreas e os volumes são alterados
por uma transformação TI e conservados (em valor absoluto,
pelo menos) por uma Tm. Verifiquêmo-Io, por exemplo, para

o volume dum paralelipípedo.
Supondo sempre o sistema fundamental rectangular, sejam

três vectores

VI=all· i/+aI2• i2+aIJ• iJ
V2=a21• il + a22' i2 + a2J· iJ
VJ=aJI• il + aJ2' i2 + aJJ. iJ'

O paralelipípedo definido por estes três vectores como

arestas saídas dum ponto tem, como se sabe, [1, 15] o volume

v=VIIV2I\VJ= a/1 al2 a1J

a21 a22 a2J

aJ1 aJ2 aJJ

façamos uma transformação linear TI de operador'
D = ((eik)) e relacionemos êste volume com o do paraleli
pípedo definido pelos-vectores transformados

V/=-;II' i/+-;12' i2+-;13' iJ
Vf!= -;21" il + -;22' r, + ;'23' iJ
VJ= -;3" r, + ;'J2' if! +�J3' i3'

,I
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É Vi =VIIVS'Â V3= I �11 aIS' al3

a21 a22 a2J

aJI aJ2 aJJ

Ora, con2_0 os aij se relacionam com 7tij por [l, 8)]
aij = 2: Cjk • aik tem-se, em virtude da lei de formação do

k

produto de determinantes, que V = Vi. e (D), isto é, os dois
volumes não são iguais, mas sim estão numa relação constante
igual ao módulo da transformação e daqui resulta que se a

transformação fôr ortogonal e de módulo + 1 os volumes
conservarn-se, se fôr ortogonal e de módulo - 1 os volumes
conservam o valor absoluto e mudam de sinal.

Em resumo. A existência e utilização dum determinado
grupo de transîorrnações pode servir para ordenação e selec
ção das propriedades geométricas, tomando como critério de
selecção precisamente o facto de as propriedades se conser

varem ou não invariantes em relação ao grupo. A cada grupo
corresponde assim um determinado conjunto de propriedades
que se conservam invariantes, propriedades cujo estudo cons

titue o objecto duma determinada geometria.
Assim, as propriedades métricas do espaço são invariantes

com o grupo das transformações ortogonais (de módulo + 1
se se quere conservar o sinal) as quais, por isso, se representaram
por Tm; a geometria que lhe corresponde será a geometria
métrica. Das propriedades invariantes com êsse grupo há
algumas que desaparecem com o grupo mais geral das trans
formações lineares (distâncias, ângulos, etc.) e outras que se

conservam (paralelismo, por exemplo); será o conjunto destas
que fará objecto da geometria do grupo linear homogéneo
(grupo das transformações lineares TI) ou geometria afim, etc.

Sem pretender aqui entrar-se em mais largos desenvolvi
mentos, vê-se já, no entanto, que papel central o conceito de
grupo desempenha, não só na estrutura de cada geometria
particular, como na ordenação lógica de umas em relação a
outras.
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5. - Invariâncias em relação ao grupo das transfor
mações ortogonais. Em tudo o que vai seguir-se, têm uma im

portância muito particular as transformações ortogonais. Con

vém, por isso, dar um resumo de alguns escalares irnportantes
que são invariantes em relação ao grupo dessas transformações.

São invariantes . com o grupo das transformações orto

ganais,'
1.° - O produto escalar de dois vectores.

Sejam, com efeito, os vectores V1= 1. xk . ik e V2=;;_ Yk . ik
k k

� a transformação ortogonal
Tnz) XIl=;;_Cl.kj,Xj'

j

Tem-se V11 V2= 1. xk· Yk = J.(J.. Cl.kj• -;j)' (;;_ Cl.kl'�)
Il Il. j I

= 1.-;j 'YI';;_ Cl.kj' O'.kl= J..:j• Yt. (Jj/ L3,13)J
j/ Il jl

= 1.:j (2: OJ/' YI) = �:j 'Yj
j I j

com o que fica demonstrada a invariância, visto que o produto
escalar dos vectores transíorrnados, V11 V2 =;;_-;i' Yi' é

j
igual ao dos vectores primitivos, VJI V2

= 1. xj • Yi' A inva-
i

riância pode ser entendida doutra maneira: como a do pro
duto escalar dos mesmos dois vectores Vl e V2 em relação
aos dois sistemas de eixos, visto que, sendo os eixos rectan

gulares, o produto escalar tem a mesma expressão formal em

ambos os sistemas.
2.° - O módulo dum vector.
Com efeito, comó (mod V)2 = V I V, pela propriedade

anterior tem-se (mod V)2 = V I V = V I V = (mod V)2 .

Daqui resulta, é claro, que a distância de dois pontos
quaisquer do espaço 'é invariante com o grupo das transfor
mações ortogonais. Faz-se uma observação análoga à da pro
priedade anterior quanto à maneira de entender a invariância.

3.° - O ângulo de dois vectores.
Efectivamente dados os vectores Vl e V2 com ângulo e e



Mesma observação quanto ao modo de entender a invariância.
4. o

- O valor absoluto da área do paralelogramo deter
minado por dois vectores e também o sinal quando o módulo
da transformação fôr + 1.

Que o valor absoluto da área se mantém, isso resulta
imediatamente da conservação dos módulos dos vectores e

do seu ângulo.
Quanto ao sinal, êsse depende da orientação do produto

vectorial dos dois vectores; sejam, no primeiro sistema rectan
gular, Vl=�xk.ik' V2=�Yk. ik e no segundo sistema

k k

os mesmos vectores Vl=�xk.ill' V2=�Yk.ik.
Il k

O seu produto vectorial no segundo sistema é [1, 11, 80)1

Vl;\V2=/� r, �/=17ajl.ij 7aj2.ij 7aj3.ij
/� ;: �I /7ajJ.Xi 70'.i2.Xi ;aj3.Xil1: ail· Yi 1: ai2 . Yi 1: 0';3· Yi1 i i i

em virtude de l, 5) e 3, 19).
Ora o último determinante é, como imediatamente se

verifica efectuando o produto de colunas por linhas, igual
ao produto
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os seus transformados Vl e V2 com ângulo e', tem-se [1,14,100)]
pelas duas propriedades anteriores,

V11V2
cos e' =-------- -------= cos e .

alI a12 a13 il i2 i31=+/ il i2
(1.21 a22 0'.23 Xl X2 X3 XI X2

0'.31 0'.32 a331 YI Y2 Y31 I YI Y2
= + Vl ;\ V2 referido ao primeiro sistema, devendo tomar-se

o sinal + se a transformação fôr de módulo + 1 e o sinal -

se ela fôr de módulo - 1. O sinal da área é mantido, por
tanto, no 1.0 caso e alterado no segundo.



1°4 CALCULO VECTORIAL

Êste resultado permite-nos interpretar geomètricamente o

sinal do módulo da transformação ortogonal. Como acabamos
de ver, o produto vectorial de dois vectores quaisquer tem
um sentido ou o oposto conforme o módulo é + 1 ou - 1 ;

sejam i I e i 2 os dois vectores - a área do paralelogramo
por êles definido, na, ordem il para i21 é positiva e o seu

produto vectorial é ia; façamos uma transformação ortogonal

de módulo + 1; a área continua positiva, ia fica disposto em

relação a il e i2 como ia o está em relação a il e i2, isto é,
o novo triedro triortogonal tem a disposição do primeiro.

Se a transformação é de módulo -1, o novo produto

Va =}; z'I' ik e, como o novo sistema é rectangular, a expres
k

são do volume é dada ainda pelo produto mixto dos três
vectores e tem-se, do mesmo modo,

V = Xl X2 Xa = + I XI X2 xal
YI Yi? Ys

I
YI Y2 Ya

Zl Z2 Za ZI Z2 ZJ

como imediatamente se verifica fazendo substituições de valo
res e efectuando o produto dos determinantes.

vectorial é oposto a ia e o novo triedro tem, portanto, dis

posição diferente.
5.° - O volume, em valor absoluto, do paralelipípedo

definido por três vectores como arestas, havendo conservação
OLL não de sinal conforme o módulo [ôr + 1 ou -;-1.

Se se entende que o sistema de referência se mantém e

que os vectores se transformam, a demonstração foi feita já
110 final do parágrafo anterior.

Entendendo que os vectores se conservam e se muda de
sistema (triortogonal) de referência tem-se que os vectores

VI=};x,l.ik, V2=1.YI1•ik' VJ=};zk.ik têmnonovo
k k k

sistema as decomposições VI =}; xk. ik,
k
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6. - O ponto de vista do Cálculo Tensorial. Nos pará
grafos anteriores foram deduzidas as fórmulas gerais de trans
formação de coordenadas cartesianas (não rectangulares, em

geral)
21) Xi =}; Cik' xk

k

e as da transformação inversa

j=1,2,3, 11,8)]

22) Xi=};lik,xk j=1,2,3, [3,17)J
k

com

23) 1
[3,18)]"Iiii = 0(D) Clli•

Encaradas do ponto de vista geométrico (o ponto de vista
da geometria afim) estas fórmulas levaram às perspectivas da
intervenção do conceito de grupo na sistematização das geo
metrias [4].

Vamos agora encarar as mesmas fórmulas de transforrna
ção dum ponto de vista diferente -_ o ponto de vista analítico
formal, tomando como centro de interesse o modo como se

transformam as coordenadas dum vector, quando se muda
de sistema de referência cartesiano.

A questão apresenta-se, vista sob êste ângulo, do modo
seguinte - num determinado sistema cartesiano de referência
(S) três números reais quaisquer xI' x2' xJ definem um e um

só vector V; mudemos para o sistema de referência também

cartesiano (5) i nesse novo sistema há três números reais

únicos XI' x2' x3' ligados com XI' X 2' X3 pela transforma
ção linear 21) e 22). que determinam o mesmo vector V. Con
seqüentemente, êste vector V é universalmente acompanhado
e definido pelos três primitivos números reais XI' x2' x3 e

fórmulas de transformação da forma 21). Em vista disso, pode
mos estabelecer a seguinte nova concepção analítica de vector
- entidade analítica definida univocamente por um dado con

junto de três números reais ou, mais geralmente, de três fun
ções de XI' x2' x3 que se transformam, de sistema cartesiano
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para sistema cartesiano, por dadas relações, com base na trans

formação linear 21).
É êste, sôbre a concepção da entidade vector, o ponto de

vista do cálculo tensorial, ponto de vista que nos parágrafos
seguintes vai ser desenvolvido.

Antes de prosseguir, notemos, desde já, que a transforma
ção de sistema para sistema, com base na transformação linear

21), pode ser de duas naturezas diferentes.
Sejam l/, u2, é (1, 2, 3 são índices superiores e não

expoentes; já será vista a razão por que se colocam em cima e

não em baixo como habitualmente) três funções de xI' x2' x3

,no sistema (S); se, quando as variáveis xl' X2' x3 são substi-

tuídas por ;" ;2' ;3 com elas ligadas por 21), [se se efectua

uma transîorrnação linear 21)] essas funções se transíormam

em -;;1 , -;;'2, -;;'3 como as próprias variáveis, isto é, pelas relações

24) ui = 1: Cjk • -;;k
k

j=1,2,3

as ui dizem-se as componentes contravariantes dum vector.

Sejam agora uI' u2' u3 três funções de x, ' x2' x3 e a trans

formação linear 21); se quando se efectua essa transformação
linear (mudança de sistema cartesiano) essas funções se trans-

formam em uI' ll2' u3' pelas relações

25) j=1,2,3

onde, como habitualmente,
I

fki= e (D) c.;

as ui dizem-se as colnponentes covariantes dum vector.

As duas transformações - de contravariância e de cova

riância - são diferentes.
A primeira é, como acima se disse, a transíorrnação das

próprias variáveis na transîormação linear. A segunda é, como

vamos ver, a forma de transformação dos coeficientes duma

26)
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forma linear invariante com uma dada transformação linear
(quando as variáves se transformam por contravariância).

Seja, com efeito, a forma linear nas variáveis Xl, x2, x3:
1: ak• Xk e suponhamos que, feita a transformação linear 21),
k

a forma se mantém invariante, isto é, que

� ak• xk = 1: -;;k .;k .

k k

Tem-se de 22) ;k = 1: 'iki' x! logo 1: ak . xl> =
i k

= 1: -;;k . (1, Ik!' x!) = 1: (1: -;;k' Iki) . xi ou, o que é o mesmo,
k i i k

�aixi=1:(1.ïki-;;k).xi donde ai=1:Iki.ak que é, evi-
i ! k k

dentemente, da forma 25).
Conclue-se portanto que quando numa forma linear as

variáveis se transformam por contravariância, se a forma se

mantém invariante com essa transformação, os coeficientes
transformam-se por covariância.

Para distinguir umas das outras, representam-se as variá
veis contravariantes com índices superiores e as covariantes
com índices inferiores.

As componentes contravariantes UI, u2, u3 dum vector,

transformam-se por [24)] ui = 1: (/.ik' -;;k e as componentes
k

covariantes u)' u2, u3 por [25)] com [26)1

Vejamos o que se passa quando a transformação é ortogonal:

27) j=1,2,3. [1,6)]

Ui = 1. iki· -;;k
k

iki= 0(�) ·Ajk= e(�) ·(/.ik·S(D)(1)=7.ik, logo é

(I) V. Lições, vol. L°, 3, 27, prop. 2.a, 60).
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Ui = 2: (7ïk . uk isto é, a diferença entre transformação con-

k

travariante e covariante e, por conseqüência, entre compo-
.

nentes contravariantes e covariantes dum vector, desaparece
se a transformação é ortogonal ou, por outras palavras, se

os dois sistemas são rectangulares.
Encontramos, assim, pela segunda vez, as transformações

ortogonais a produzir uma notável simplificação no âmbito
em que actuam.

No que vai seguir-se, supõr-se há sempre que se trata de
transformações ortogonais e não se fará, portanto, mais des
criminação entre contravariância e covariância de componentes
dum vector.

7. - Produto tensoriel, Tensor.

I. - Produto tensoriel. Sejam considerados dois vectores
V 1 e V2 e sejam, num sistema cartesiano triortogonal, xk e Yk'
k = 1,2,3, respectivamente, as suas coordenadas, ísto é, seja

V1=2:xk· ik V2=2:Yk' ik•
k k.

Façamos os 32 = 9 produtos xi' Yk de cada uma das
coordenadas de Vl por cada uma de V2; obtemos aquilo a

que se chama um sistema de 9 elementos, os quais se dizem,
habitualmente, as componentes dêsse sistema. O sistema pode
representar-se, abreviadamente, por

28) tik=xi'Yk j,k=l,2,3
onde se entende que aos índices j e k - índices livres - se

devem dar, independentemente um do outro, os valores 1,2,3.
Em geral, chamaremos sistema ao conjunto de todos os

elementos - componentes do sistema - que resultam da ex

pressão simbólica

29) xiI' i�' ... i"
onde os índices il' i2, ••• in tomam, independentemente uns

dos outros, os valores inteiros dum certo conjunto. Se êles
são susceptíveis de tomar os valores inteiros 1 J 2, 3, o sis
tema 29) tem 3n componentes. Como se vê, cada um dêsses
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índices, tomando livremente os valores do seu conjunto, no
caso presente os valores 1,2,3, concorre para a formação de
componentes novas e diz-se, por isso, um índice livre.

Na expressão simbólica dum sistema, podem aparecer
também índices ligados ao desenvolvimento dum somatório
(índices repetidos como índice dum somatório) i êsses índices
não produzem componentes novas - dizem-se índices mudos.

Por exemplo, o sistema

30) i,k=I,2,3

tem dois índices, mas apenas um livre, k i o outro, i, é índice
mudo; êste sistema tem três componentes, visto que

J, aik = a'k + a2k + a3k
i

i, k = 1,2,3'

e essas três componentes são

k=l-+a1J +a2J+a3J=bJ
k=2-+aJ2 + a22 + a32=b2
k=3-+aJ3 +a23+a33=b3·

Pode portanto escrever-se

30a) bk=J,aik
i

i, k = 1,2,3.

Habitualmente, usa-se a expressão simbólica 29) tanto,
para designar individualmente as componentes para valores.
particulares dos índices, como para representar colectivamente
o sistema.

.

Chama-se ordem dum sistema ao número dos seus índices.
livres - o sistema 28) é de ordem 2 ou duplo, o sistema 29)
de ordem n, o sistema 30) de ordem 1 ou simples; um sis
tema de ordem zero é um sistema com uma só componente i
é, por conseqüência, um sistema em que todos os índices
são mudos.

É claro que é indiferente a letra que designa um índice
mudo i assim, é, por exemplo,

30 b) bk = J, ajk = '}, alk = J, ark
j I r

k=I,2,3.
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Voltemos ao sistema duplo 28) tik=xi'Yk para pôr a

seguinte questão - i como se transformam as componentes
dêste sistema quando se efectua uma transformação ortogonal

31) j=I,2,3 [1,6)J

isto é, uma mudança para um novo sistema rectangular de
coordenadas cartesianas?

Chamemos tik à componente transformada de tik, que se

define pela igualdade

32) tik=xi'Yk'
Tem-se, fazendo a transformação,

donde

tik= Xj'Yk = 2:O'jr' xr' 2: aks 'Ys= 2:ajr .aks' xr 'Ys; é, por-
r s �

.

tanto, em virtude de 32),
33) tik = 2: air' aks' trs

rs

com o que se responde à pregunta feita.
Vejamos agora como se efectua a transformação inversa,

isto é, como se transformam as componentes do sistema duplo
considerado quando se efectua uma transfonnação ortogonal
de coordenadas inversa de 31)

34) i= 1,2,3 [3,19)].

Tem-se então, por ser Xi = 2: ari' Xr
, -r: s

hk=Xi'Yk-:-2:ari,xr.2:ask.ys=2:arj.ask,xr'Ys ou seja
r s rs

35)

Definição. Ao sistema duplo 28) tik = xi .vi, definido
a partir das coordenadas dos dois vectores Vl = 2: Xk • ik'

k
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V2
= �Yk' ik, e que, pela efectivação duma transformação

k

ortogonal de coordenadas, se transforma, como acaba de
ver-se, pela fórmula 33) e sua inversa 35) dá-se o nome de
produto tensorial dos dois vectores dados Vl e V2 '

A noção de produto tensorial pode ser fàcilmenie gene
ralizada,

Sejam dados, num sistema (S) de coordenadas cartesianas
rectangulares, os n vectores

V - '" x(1) i V - '" x(2) i ". V = '" x(n) i1-� k ' k, 2-� k ' k' n � k ' k
k k k

e construa-se o sistema de ordem n (3n componentes)
36) tJ' 'J' , . , . J'

= XCI) , x(2) ,

.. , Xj(n) J' J' ... J' - 1 2 3
1 '!! IL 1} if! Ill' 2' n-"·

façamos uma transformação ortogonal de coordenadas, 31),
e chamemos, no novo sistema cartesiano rectangular, compo
nente transformada ao número definido pela igualdade

) t - -(1) -(2) ." -(n)37 J' 'J' , .. , J'
- XJ' , Xi' XJ'1 2 JI 1 i 11

i Como se relacionam as componentes t com t?

De ser

xCn)= '" IX -x(n)
J

� i r '

r
It

rJl
n 11 n

resulta que [36)J
t = (

'" IX. -X(1)), , , (
'" IX -x(n) \

i'j''''i �Jr'r' �ir'r)1:2 It

r-J
1 1 1

ru
Il 1l It

ou, em virtude de 37),
3S) t, . = � IX, ... a. t

/'1' .

:
. 'n '1't· J,trit·' '1'· .. r'l

•

'J, ... ru
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Duma maneira inteiramente análoga à anterior se deduz
que, para a transformação inversa se tem

39) ti '
... i

= 2: r/..r i •... O'.r i • t; ,
...

r •

I It I I
• Il It I It

r.; .. r,t

Ao sistema 36) que, por uma transformação ortogonal de
coordenadas, se transforma, como acabamos de ver, em obe
diência às leis 38) e 39) dá-se o nome de produto tensorial
dos n vectores Vl' ... V

n
:

Como casos particulares da multiplicação tensorial que
acaba de ser definida têm-se, como é óbvio, o quadrado ten
sorial, em geral, a potência tensorial de expoente Il dum
vector.

II. - Tensor. Os desenvolvimentos anteriores permitem
-nos agora dar a definição de tensor em coordenadas carte
sianas rectangulares :

Dado o sistema de ordem n ti' i' ... t , i,j, ..

,' l = 1,2,3.
diz-se que êle constitue um tensor em relação à transfer
mação ortogonal [I, 6)] de coordenadas cartesianas, quando
por essa transformação as suas 3n componentes ti' i' ... (

se transformam noutras componentes ti' i I ••• I pela lei

40) ti,i, ... l= 1: (Xir.ct.is.···O'.IIl.tr,S, ... a

r,S, ... u

e sua inversa

41) ti,j, ... z= 2: Cl.ri.asi.· .. xllZ.tr,s, ... u
:

r,s, ... u

Por uma convenção, estabelecida por Einstein e habitual
mente seguida por virtude da comodidade que proporciona
na escrita das fórmulas, convenciona-se suprimir o sinal de
somatório sempre que êle se efectue segundo um índice que
apareça repetido na indicação simbólica dum sistema; para
isto é preciso entender-se sempre que a repetição de um índice
é sinal de que deve ser feito um somatório em relação a

êsse índice. Assim, não pode, por exemplo, dispensar-se o

sinal de somatório no sistema bk = 2: aik [30 a)] visto que o
i

índice i não aparecia repetido na indicação aik, mas a escrita
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aik. bi indica que deve ser feito um somatório em relação a i,

isto é, que se trata, na realidade, do sistema cll=::!..aik.bi.
i

De acôrdo com esta convenção de supressão dos sornató

rios, as fórmulas 40) e 41) escrevem-se, respectivamente,

40a) ti,j, •.• I=::I.ir.O'.js.···O'.IIl.tr,s, ... 1l

41 a) ti, i, ... 1
= ::I.ri • ::I.Sj •.•. ::1./11' tr, s, .•. u :

Da definição de tensor resultam imediatamente as seguintes
conseqüências importantes.

1.
a

- Todo O vector é um tensor de ordem 1 ou tensor

simples. Efectivamente, as leis de transformação 40) e 41)
que definem o tensor têm manifestamente como casos parti
culares as leis de transforrnação das coordenadas dos vectores

que agora se escrevem, com a nova convenção

2."_ Todo o escalar que, por uma transformação ortogonal
de coordenadas, não altera o seu valor, isto é, que é inva

riante com os sistemas cartesianos rectangulares, pode ser

considerado como um tensor de ordem zero - a igualdade de

invariância m = III pode ser efectivamente considerada como

um caso particular das leis gerais 40) e 41).
Temos, assim, definida uma classe geral de entidades -

os tensores - que engloba como entidades particulares os

escalares e os vectores. Encaradas dêste ponto de vista geral,
as distinções aparecem como résultantes, apenas, das dife

renças de ordem. A corroborar a justeza dêste ponto de vista,
serão adiante definidas operações que permitem percorrer,

em sentido ascendente ou descendente, a escala de ordens

dos tensores, desde, ou até, à ordem zero.

3.a - Os produtos tensoriais atrás definidos, são, afinal,
tensores; é o que mostra o aspecto das suas fórmulas de

transformação - casos particulares de 40) e 41).
4.a - Um tensor pode ser definido por um sistema arbi-

8
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trário de ]'1 números (ou funções) num determinado sistema
(s) de coordenadas cartesianas rectangulares; as suas cornpo-

nentes noutro sistema qualquer (5), também cartesiano rectan

gular, vêm dadas em função das primeiras pelas relações 40)
e 41).

5.a - As relações 40) e 41) mostram que as componentes
dum tensor num sistema cartesiano rectangular são combina

ções lineares e homogéneas das componentes do mesmo

tensor noutro sistema qualquer, também cartesiano rectangular.
Em particular, se essas componentes forem nulas num sis

tema, são também nulas em qualquer outro e se dois tensores

tën: componentes, respectivamente, iguais num sistema, têm

-nas também, respectivamente, iguais em qualquer- outro.

Daqui resulta:

a) Que se pode definir tensor nulo como aquele que tem',
num sistema cartesiano rectangular, e portanto em qualquer
outro, componentes tôdas nulas; mas há aqui a notar que
há um tensor nulo em cada ordem, sendo, por exemplo, dife
rentes o vector nulo do tensor nulo de 2.:1 ordem, etc.

b) Que as equações tensoriais têm carácter' absoluto -

tôda a equação tensorial obtida igualando um tensor a zero

(equivalente ao conjunto das]n equações cartesianas obtidas

igualando a zero cada uma das componentes) num deterrni
nado sistema de coordenadas cartesianas rectangulares, con

tinua a verificar-se em qualquer outro sistema de coorde

nadas cartesianas rectangulares: a equação é independente do
sistema de referência. Aqui reside uma das razões principais
da comodidade que o cálculo tensorial proporciona no estudo

de certas leis físicas.

c) Que se pode definir igualdade de tensores do modo

seguinte - dois tensores da mesma ordem dizem-se iguais
quando as suas compbnentes correspondentes (com os mesmos

valores particulares dos índices) são iguais num sistema car

tesiano rectangular (e portanto em qualquer outro). E é claro

que a igualdade Tl = T2 onde TI é o tensor de componentes

tg� ... j"
e T2 o tensor de componentes tS;� ... j" equivale

às 3n igualdades
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42) t(l) . = /(2) .

J, , ... 1'1 J f , ••• llf

independentes do sistema de referência.

6."- Se a transformação de coordenadas não fôr ortogonal,
podem efectuar-se produtos tensoriais, e definir-se tensores,
mais gerais que os definidos acima; efectivamente, como há,
então, contravariância e covariância lias componentes dos

vectores [6 J, podem formar-se produtos onde figure só a

contravariância (por exemplo, o produto tensorial de doi'>

vectores dados pelas suas componentes contravariantes), só a

covariância (por exemplo, o produto tensorial de dois vectores

dados pelas SU3.S componentes covariantes) ou, simultânea

mente, contravariância e covariância (por exemplo, o produto
tensorial dum vector dado pelas componentes contravariantes

por um vector dado pelas covariantes). É possível, por conse

qüência, definir componentes contravariantes, covariantes e

mixtas dum tensor, isto é, definir tensores cujas componentes
são contravariantes nuns Índices e covariantes noutros.

Dêste caso não nos ocuparemos aqui, por tratarmos,
apenas, de coordenadas cartesianas rectangulares.

8. - Sistemas e Tensores particulares.
1. - Simetria e hemisimetria. Consideremos um sistema de

ordem qualquer.
Se, pela troca de dois índices livres, i e k, as compo

nentes se não alteram, o sistema diz-se simétrico nos dois

índices i e k.
Se a simetria se dá em relação a qualquer par de índices,

o sistema diz-se completamente simétrico. O valor algébrico
das componentes dum sistema completamente simétrico não

se altera, pela definição, quando se efectua uma permutação
qualquer sôbre os índices; o número das suas componentes
distintas é, conseqüentemente, l's,n = Cn+2,2.

Por exemplo, o sistema duplo simétrico aik tem

l'S,2 = C4,2 = 6 componentes distintas: al1, a22, ass,.

aJ2=a21, aJ3=aS1' a2S=aS2·
O sistema triplo, completamente simétrico aijk tem
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1'3,3=C5,2=10 componentes distintas: aI/I' a222, a33J,

al/:J' a1/3' a221, a223' a331, a3J2, a!23'

Se, pela troca de dois índices livres, i e k, as cornponentes
conservam o valor absoluto, mas mudam de sinal, o sistema
diz-se hemisimëtrico nesses dois índices i e k. Como acima,
o sistema diz-se completamente hemisimétrico quando é hemi
simétrico em relação a qualquer par de índices.

Num sistema completamente hemisimëti ico são nulas
tõdas as componentes em que figurem índices repetidos,
pois, por exemplo, de aUk = -

a/iii resulta, quando j = i,
aWl = - aiifl, donde aiill

= O .

Por exemplo, o sistema duplo hemisimëtrico aill tem por

componentes all=a22=a33=O, aIP=-a2/, aJ3=-a31,
a23=-a32'

O sistema triplo completamente hemisimétrico ai/Il tem

só seis componentes não nulas, pois as 21 componentes em

que há índices iguais são nulas i as seis não nulas têm tôdas
o mesmo valor absoluto, o de al2J' e o sinal de a/23, ou o

contrário, conforme a permutação ijk fôr par ou ímpar em

relação a 1,2,3.
São particularmcnte importantes :

a} o sistema duplo simétrico de componentes :jill [o de

Kronecker r, 7, 48}]

43}
� _11-<- i=k
0.,-) . i
l,l O � L "F k i

b} o sistema triplo hemisimétrico (completamente) ei/Il em

que e 123
= 1. Pelo, que acima foi dito, tem-se, como com

ponentes dêste sistema,

(O. � dois índices (pelos menos) iguais
ei/Il

=

j + 1 - permutação par dos índices

\ - 1 -<- permutação ímpar dos índices.
44}
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II. - Tensores simétricos e hemisimétricos. Seja T um tensor

cujas cornponentes, num dado sistema cartesiano rectangular,
formam um sistema simétrico ou hemisimétrico. Vamos provar

que o carácter simétrico all Iiemisimëtrico do sistema i inva
riante com as transformações ortogonais.

Seja, como exemplo, lllll tensor duplo tl}; feita a trans

formação ortogonal x/ = é/ïr';r (com a convenção de

supressão do sinal de somatório) as componentes transfer

mam-se por 17, 41 a}]

donde

Trocando, neste segundo membro, r com s, o que o não

altera por serem r e s índices mudos, vem t/j= 7.s/' O'.ri' tsr
e, por conseqüência, conforme fôr tsr = trs ou tsr = - trs
assim virá i/i = ti/ ou tJi = - tif'

A dernonstração generaliza-se fàcilmente para uma ordem

qualquer.
'Daqui resulta que se pode definir tensor simétrico ou

Iremisimëtrico como aquele cujas componentes formam, num

dado sistema cartesiano rectangular, e portanto em qualquer
outro, um sistema simétrico ou hernisimétrico, respectivamente.

Quando se não fizer menção especial do par de índices
em relação ao qual se dá a simetria ou hemisimetria, enten

der-se há que elas são completas. Assim, as designações: tensor

hemisimétrico, tensor simétrico, significam, respectivamente,
tensor completamente hemisimétrico, tensor cornpletamente
simétrico.

São particularmente importantes os dois tensores que a

seguir vamos estudar.

a} O tensor fundamental ou unitário �.

É o tensor duplo simétrico cujas componentes formam o

sistema 0ik [43}].
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As componentes dêste tensor são invariantes COIll as

transformações ortogonais. Tem-se, com efeito, efectuada a

transformação xi = �ir' xr l7, 41 a) I
'7 •

(' )'J. =7.. 'l. U ="�. "7. ':) ="7..7.III r t
> sk :

rs � r t : � sk :

rs � r t:" rk
r s r

invariância.
Pode, por consequencia, definir-se o tensor fundamental

ou unitário como aquele que em qualquer sistema cartesiano
rectangular tem as componentes 0ill'

b) O tensor E.

É o tensor triplo hemisimétrico cujas componentes formam
o sistema ejiil [44)].

Vejamos como se transíormam as componentes quando se

faz uma transforrnação ortogonal de coordenadas: xi=7.ir. ":
É [7,41a)1 eiik=xri.7.si'y'til.erst.

Como erst se anula desde que os índices não sejam todos
diferentes [44)]. o somatório do segundo membro tem apenas
seis termos, correspondentes às seis permutações simples dos
números 1,2,3 e de 44) resulta que três dêsses termos, os

que correspondem a permutações pares, são positivos e os

outros três negativos i isto é, chamando p ao número que
determina a paridade da permutação rst, tem-se

7.li �/k I

�2i �21l
7.3i 7.3il

e êste determinante é: nulo se i, j e Il não são todos dis
tintos; igual a + O ( D) =

II :_�/I 7.12 7.131 se:l perrnu-
." Cl.22 7.2.1

7.31 7.32 .7.33
tação i, j e k fôr par e igual a

- O (D) se ela fôr ímpar.
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Tem-se, por conseqüência, que:

}.O _ se O (D) = + J, -;i/k toma exactamente os mesmos

valores que 44) dá para ei/k, logo as componentes do tensor E

são invariantes com a transformação ortogonal j

2.° - se O (D) = _:_ r, ;iJ/' anula-se nas mesmas condi

ções que eiik mas as componentes não nulas vêm tôdas com

sinal trocado, não havendo, portanto, propriamente invariância,
mas sim uma troca de sinal em tôdas as componentes.

Éste carácter do tensor E reflecte-se nas suas aplicações
geométricas, como adiante se verá.

Passamos agora ao estudo da Álgebra Tensorial,



II. - ÁLGEBRA TENSORIAL

9. - Adição. Definição. Sejam Tl e T2 dois tensores

duplos, de componentes, respectivamente, aij e bij; construa-

mos o sistema duplo C cujas componentes
.

45) ci! = aij + bij
são as somas das componentes correspondentes (com os mes

mos índices) de Tl e T2' É fácil ver que, para unía transfer

mação ortogonal, as componentes de C se transformam segundo
as leis 7, 40) e 41) que definem os tensores. Efectivamente,

pela transformação Xj=:::'Xjll,xk 11,6)] tem-se [7, 40)1
Il

ai}
= 2: xir· O:js' ars e bij = � !Xir' !Xjs' brs donde

rs rs

Cij
=

aii + bif = � !Xir' xis' (-;;rs + brs) isto é, introduzindo
rs

a componente transforrnada crs
= ars -+ brs'

46) cii
= � xir· ajs' crs

rs

e esta igualdade, juntamente com a recíproca

46 a)
.....

Cij
= � ari' 70si . Crs

rs

que fàcilmente se estabelece também, prova que o sistema C
(f um tensor em relação à transformação ortogonal encarada.

A êsse tensor C chama-se soma dos dois tensores dados
T I e T? (adendos) e pela igualdade 45) é definida a adição
tensorial, Os raciocínios feitos e definições dadas generali-
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zani-se, como é óbvio, para uma ordem qualquer - a mesma

nos dois tensores adendos - e estendem-se também imedia
tamente à adição de mais de duas parcelas (número qualquer
finito).

Propriedades. Verifica-se fàcilmente que a adição de ten

sares goza das propriedades da adição ordinária:

a) a soma T / + T2 de dois tens ores é um tensor;
b) a soma de T com o tensor nulo da sua ordem é

igual aT;
c) a operação é comutativa- T/+T2=T2+T/;
d) é associativa - TI + Tp + TJ=T, + (Tp +TJ)=

=(T, + T2) + TJ;
e) de T,=Tp resulta T, + TJ=Tp + TJ e, recipro

camente, de T,+TJ=T2+TJ resulta T/=T2•
Com base nestas propriedades, pode definir-se, duma

maneira análoga à habitual, diferença de tensores e a defi
nição pode ser dada ern duas étapes:

a) Dado um tensor T, existe um e um só tensor T' tal

que T + T' = O ; com efeito, se são aij as componentes
de T, a esta igualdade satisfaz o tensor T'de componentes
- aij, único, porque de T + T' = O = T + Til resulta

T' = T" ; do carácter absoluto da equação T + T' = O,
l7, 5.a, b)] resulta, em seguida, que as componentes de T' em

qualquer sistema são iguais e de sinais contrários às de T.

b) Dados os tensores TI e Tp• define-se diferença T,-Tp
pela igualdade

47) T,-T2=T, + T'p +-T2 + T'p=O
e do que está dito resulta que, se são aij as componentes de

TI e bil as de T2, as de TI-T2 são aij-bO·
A adição e subtracção podem englobar-se numa operação

única - adição algébrica.

IO. - Multiplicação. A. Multiplicação de tensores. Sejam
os tensores Tl e T2' de ordens diferentes, por exemplo T, de



Ciik/m =

ai}' bkllll = � 7ïr· :Xis' ars' � :X/il' :X'/l' XI/IV' btllu donde
rs tuo

49) ciikll/l = � :xir. :Xis' :xkt· :X/Il' :XI/IV' ,crstllu
rstuo

que é da forma 7, 40). Verificava-se anàlogamente a transfer
mação inversa, de modo que a igualdade 48) pode ser tomada
para definição da operação de multiplicação de tensores ; ao

sistema ci}k/m por ela definido chama-se tensor produto dos
dois tensores Tl e T2' A extensão ao caso de os dois ten
sares serem de ordens quaisquer e de se tratar de um número
finito qualquer de factores é imediata e tem-se que o tensor
produto é de ordem igual à soma das ordens dos factores.

O produto tensorial de vectores, definido no parágrafo 7,
é um caso particular do produto de tensores, agora definido.
Quanto às propriedades, verificam-se as habituais da operação
da multiplicação, à-excepção da comutatividade. Efectivamente:

a) O produto de dois tensores é um tensor.
,

b) De T=O resulta, qualquer que seja T/, T. T,=O e

reciprocamente, de T . Tl = O resulta ou T = O ou T /
=- O.

A primeira parte é imediata porque se um dos sistemas tem
tôdas as componentes nulas, o sistema produto 48) também
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ordem 2 com o sistema de cornponentes aii e T2 de ordem 3

com o sistema de componentes bk/m. Construamos o sistema C

cujas componentes se obtêm multiplicando cada componente
de TI por cada uma de T2' numa ordem prefixada:

48) ciik/m=aii.bk/m;
é claro que C é um sistema de 5.a ordem -)o- 35 componentes.

Vamos ver que estas componentes obedecem, para as

transformações ortogonais, às leis 7, 40) e 41) que definem
a entidade tensor. Efectivamente, fazendo a transformação

ortogonal Xi = 1. O:ik' Xk 11, 6)1 e definindo, no novo sis-
k

tema, a componente transformada ars' btllu =

Crst/IO' vem,

sucessivamente,



ALGEBRA TEKSORIAL 123

as tem tôdas nulas e o anulamento mantém-se depois de qual
quer transformação ortogonal [7, 5.a] ; quanto à segunda parte,
é evidente que se nenhum dos sistemas é nulo há em cada

um dêles pelo menos uma componente não nula e há, por

conseqüência, no produto, uma componente não nula.

c) A operação não é comutativa; quando se troca a ordem

dos factores obtêm-se as mesmas componentes mas por ordem

diferente, se não se alterou a lei de formação delas; por

exemplo, os produtos tensoriais dos vectores' i e j são

i . j = tt, O, O) . (O, l, O) = (O, 1, O, O, O, O, O, O, O) e

j . i = (0,1, O). (1, O, O) = (O, O, 0,1, O, 0, O, O, O) (efectuando,
em ambos os casos, o produto da primeira componente do

primeiro, por tôdas as do segundo, etc.). A comutatividade

só se conservaria, modificando a lei de formação das cornpo

nentes do produto quando, se trocam os factores (V. Paul

Appell, Traité de Mécanique Rationelle, tomo V, pg. 32, nota).
d) De T,=T2 resulta TI' T3=T2• T3 (é evidente)

e de Tj.T3=T2.TJ resulta T,=T2 porque em cada

uma das cornponentes, e com conservação de ordem, se veri

fica esta propriedade.
e) A operação é associative, por uma razão análoga.
f) É distributiva em relação à adição (ainda pela mesma

razão).
Como caso particular da operação da multiplicação, defi

ne-se, como habitualmente, a potenciação de expoente inteiro
e positivo.

B. Multiplicação dum tensor por um número real. Define-se

esta operação como caso particular da anterior. Seja o número

real p, invariante com os sistemas cartesi.anos rectangulares.
Como � pode ser considerado como um tensor de ordem zero

l7, 2.aJ o produto p. T está definido e é claro que, se são

aij '" / as componentes de T, são p. aij ... / as do tensor? T.

Desta definição resultam imediatamente as propriedades
seguintes:

a) O produto? T é um tensor;
b) de ? = O ou T = O resulta p. T = O e, recíproca

mente, de ? T = O resulta p = O ou T = O ;
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c) de p=û resulta p.T=û.T, de TJ=T2 resulta

f.TJ=p.T2;
d)de 2=1=0 e f.TJ=p.Tg resulta TJ=Tp, de

T+O e p.T=û.T resulta 2=û;
e) (H- û). T =? T + '7. T;
f) e· (T J + T2) = p . TI + 2· T2;
g) ? (ú . T) = r;

• (p. T) = (p . '7) . T ;

h) f. T = T. 2.

Das propriedades a) a g), juntamente com as propriedades
da adição de tensores [9] conclue-se que o coniunto dos ten
sares em cada ordem forma (lm sistema linear 11, 5].

Il. - Composição Tensorial. Sejam dados dois tensores,
TJ duplo, de componentes aij' e T2 triplo, de componentes
b'z/m' e construamos o sistema

50)

que se obtém igualando dois índices, um em cada sistema,
efectuando a multiplicação tensorial dos dois sistemas obtidos
e somando, em seguida, em relação ao índice tornado comum;
é claro que o novo sistema assim formado não é de 5." ordem
mas sim de 3.", visto que, no segundo membro de 50), há
apenas três índices livres i. l, m,

Vamos provar que o sistema Cj/m constitué o sistema das

componentes dum tensor em relação à transformação orto-

gonal Xj = � IXjll• xk [1, 6)]. Efectivamente, fazendo essa

k

transiormação, donde ao = � "i,> IXjs' ars
rs

e

b iim
= 2: IXU' !X/u • !Xmo' b tuo' e definindo cornponente transfor

tuo

mada CSIlO' no n9vo sistema, pela igualdade

CS/IV =.2: ars' bmo, análoga a 50), obtém-se sucessivamente
r
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.2: '7.is' :xlll. '7.nw·.2: ars' bruo
S//O r

isto é,

Cilm
= v

aij' bi//II =.2:.2: :xir· :xjs. ars' 2: "u- '7.11l• '7./110' bt/lO
i rs tuo

,. (.2: '7.ir, '7.it) . '7.is . '7.lu • '7./110' -;;rs' btuo
rstuo i

=,.:; '7. '7. '7. ab� rt· JS' 'tu : -/110' rs
: tI/O

rstuo

= "'7. '7. '7. " "9 b
� 'is' 'Iu : -nro·�ars·� rt· tuo

SILO r t

51 ) Cilm
= � :Xis' :XIII' 7.nzo· Csuo;

S/LO

Cilm transforrna-se, portanto, em obediência à lei 7, 40).
Duma maneira análoga se verificave a transformação

inversa, de modo que cilm é o sistema das cornponentes dum

tensor triplo. É à operação definida por 50) que se chama

composição tensorial e ao tensor por ela obtido chama-se

tensor contraído a partir do primitivo tensor de 5.a ordem

aii' bfllm,
Como se vê, a operação fêz-se saturando um par de índi

ces, um em cada tensor; da própria operação se deduz que

pela saturação de um -par de índices se obtém o abaixamento

de duas unidades na ordem do produto.
Esta operação estende-se a tensores de ordem qualquer,

não sendo indispensável que se tenha efectuado prèviamente
Ull1 produto - a igualização de dois índices, seguida duma

soma no índice tornado comum, denomina-se então uma con

tracção, que é revelada no abaixamento de duas unidades na

ordem do tensor. É claro que se podem fazer contracções e

composições sucessivas ou simultâneas, tantas quantos os.

pares de índices disponíveis,
Vejamos alguns exemplos.

I. - Contracção do produto tensorial de dois vectores. Sejam
os dois vectores v,=.2:xll,ik e V2=2:Yk,ik. O seu

Il k
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produto tensorial é o tensor de 2.a ordem de componentes
clj=xj'Yj 17,23)1 e contraíndo-o obtém-se, por 50), o

escalar 1. xi' v, ou seja o produto escalar [1, 13, 94)1 dos
j

dois vectores..

II. - Composição do tensor E com um vector. Seja o vector
v = 1. ak' ik e o tensor E [8, II, b)J. fazendo o produto

k

com contracção (saturação dum índice de E com o do vector)
obtém-se o tensor duplo de componentes

C/Il
= 1. ai' ej/Il

= al' el/k + a2· e2/ll + a3• e3/ll•
j

Para calcular estas componentes recordemos que, por defi
nição do sistema eUk' é

I O -(- dois indices (pelo menos) -iguais
8, 44) ejjk =, + J -(- permutação par dos índices

(- J -(- permutação impar dos índices.

Obtém-se, por conseqüência,

cll = aí' e/H + a2• e211 + a3' 1'311 = O

cl2 = al' e112 + a2' e212 + a3• e312 = as

cl3 = alo e113 + a2· e213 -1- a3• e313 =- a2

c21 =

al' e12/ + a2• e221 + a3• e32/ =
-

a3

C22= alo el22 + a2• e222 + a3· e322=O
c23= al' el23 + a2· e223 + aJ• e323 = al

eJ' = a,. el31 -+ a2• e231 + a3• e33! = a2

c32 =

a,. e/32 + a2• e232 + a3 ° e332 = -

aI

c33 =

aI," el33 + a2· e233 + a3• e333 = O

isto é, um tensor duplo hemisimëtrico, cujas componentes
constituern a matriz
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Como se vê, as três coordenadas do vector v bastam

para definir o tensor duplo obtido.

Procuremos o tensor transforrnado dêste tensor quando se

efectua a transíormação ortogonal xl = x2' x2 = Xl' X3 = x3.

O operador desta transtorrnação é

li � � � I
(l, final

110 O 1 I

do parágrafo) e ela corresponde a uma mudança de axialidade

do espaço ll, 12, V].
Tem-se, das fórmulas de transformação l7, 41)],

;ik = :i.. !7.ri .!7.sk . crs = !7.li . (!7.lk· c11 + !7.2k· cl2 + 0'.3k • c13) +
rs

+ 0'.2i· (O'.lk . c21 + 0'.2k· c22 + !7.3k· c23) +

+ 0'.3i· (O'.lk· C31 + 0'.2k· c32 + 0'.3k· C33)
donde, efectuando e substituindo,

C21=cI2=a3' c22=cl1=O, c23=cI3=-a2,

c31=c32=-al, c32=c31=a2' c33=c33=O,

isto é, as componentes do novo tensor formam a matriz

Obtém-se, portanto, um novo tensor hemisimétrico que

se forma do anterior mudando al em - a2, a2 em - aI e
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aJ em -aJ; é êste o resultado produzido sôbre o tensor

considerado pela mudança de axialidade do espaço.
Êste resultado pode ser interpretado geomètricamente do

modo seguinte: - consideremos o vector axial [1, 12, V] de

coordenadas al' a;], aJ; mudemos a axialidade do espaço,

isto é, efectuemos a transformação

XJ
= xJ; como o vector é, por hipótese, axial, êle muda de

sentido, logo as suas coordenadas trocam o sinal e, além

disso, troca-se o nome das duas primeiras, isto é, aI muda em

- a2' a;] em - al' aJ em - aJ, exactamente a modificação

produzida sôbre as componentes do tensor hemisimétrico
acima considerado. Os vectores axiais não são portanto mais

que interpretações geométricas de tensores especiais de 2."
ordem.

Esta interpretação geométrica é impossível de conseguir,
em geral, com um vector livre, visto que, como fàcilmente
se verifica (1), a mudança de axialidade produz nele apenas a

troca do nome das duas primeiras coordenadas: aI = a2'

a;]=al, aJ=aJ; só o vector particular v=k.(ij-i2)
se transforma no seu oposto pela mudança de axialidade.

A interpretação geométrica é também impossível de con

seguir em espaços euclideanos a mais de' três dimensões,
visto que, então, o número de coordenadas do vector e o

número de componentes distintas do tensor hemisimétrico
de 2.a ordem não coïncidem; para quatro dimensões, por

exemplo, são quatro as coordenadas do vector e seis os

números não nulos que definem a matriz hernisimétrica.

Ill. - Composição do tensor E com o produto tensorial de

dois vectores. Sejam os dois vectores v/= 1. ak• ik , v2= 1. bk• ik;
Il k

efectuemos o seu produto tensorial e cornponhárno-lo C0111 o

tensor E, saturando dois pares de índices; obtém-se o tensor

simples de cornponentes

(1) O leitor fará cs cálculos respectivos.
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+ e21k• a2b1 + e22k' a2b2 + e23k· a2b3
+ e31k·a3b/+ e32k·a3b2+ e33k·a3b3·

fazendo k= 1,2,3 e substituindo os eijk ,pelos seus
valores [8,44)] como no exemplo II, obtém-se cj=a2b3-a3b2'
c2=-ajb3+a3bj, c3=alb2-a2bt, isto é, o resultado
da composição é o vector VI (\ V2= il i2 i3

al a2 a3
bl b2 b3

IV. - Composição do tensor E com o produto tensorial de
três vectores. Sejam os vectores VI' V2' V3

= 2: Ck • ik e
k

componhamos o seu produto tensorial com o tensor E, satu
rando três pares de índices i obtém-se o escalar 2: eijk' ai' bj. Ck

ijk
que, pela definição das componentes de E [8, 44)1, é igual
ao determinante dos nove elementos ai' bj, Ck• É portanto
lI, 15, 114)J

a3 =v/lv2(\V3•
b3

CI C2 c3

Observação 1. a. Como se vê, as três operações mais im
portantes da Álgebra Vectorial, multiplicação escalar, vectorial
e mixta, aparecem agora conglobadas numa operação única
composição tensorial.

Observação 2.a, As composições em que figura o tensor E
fornecem resultados influenciados pela axialidade do espaço
[v, final do parágrafo 8].

9
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Exercícios

I. - Deterrninar o aspecto das fórmulas de transformação de
coordenadas cartesianas rectangulares quando os dois sistemas
têm a mesma origem e mesmo eixo Oz e aos eixos Ox e Oy se dá
uma rotacão de ângulo e no sentido directo.

IL - Dado o tensor de 2.a ordem tik, provar:

a) que o tensor tik + tki é simétrico;

b) que o tensor tik - tkt é hemisimétrico;

c) que o tensor tik se pode decornpõr na soma de dois

tensores de 2." ordem, um simétrico e outro hernisi
métrico.

III. - Estudar o efeito da mudança de axiálídade do espaço
sõbre um vector livre.

IV. - Efectuar as seguintes composições de tensores :

a) do tensor fundamental com o tensor E, fazendo a

saturação de dois pares de índices;

b) do tensor E consigo próprio, fazendo a saturação de
dois pares de índices;

c) do tensor E com o cubo do tensor fundamental, fazendo
a saturação de três pares de índices.



CAPÍTULO JIl

ANÁLISE VECTORIAL

1. -Introdução. No estudo de tôdas as operações vecto
riais tratadas no capítulo 1.° - Álgebra Vectorial- ignorou-se
sempre se' as' coordenadas dos vectores são constantes ou,

porventura, funções de quaisquer variáveis; tôdas essas ope
rações são igualmente válidas num e noutro caso. A descri
minação é, no entanto, necessária, desde que se queiram fazer
certas aplicações, geométricas e físi
cas, do Cálculo Vectorial. Vejamos
três casos importantes.

a} Dada uma curva, torsa em geral,
tomemos um ponto fixo O do espaço

(fig. 37) e consideremos a multipli
cidade dos vectores com origem em O
e extremidade nos pontos P da curva;
a cada ponto P corresponde um

vector r da multiplicidade e o vector

geral da multiplicidade é, por conse

qüência, função do ponto P: r (p) ;
ao facto geométrico de que a curva

é o Logar dos pontos p, corresponde
a descrição vectorial da curva pelo vector geral r (p) da mul

tiplicidade. Ao vector r (p} dá-se o nome de vector-espaço
(Ortsvektor) da curva e a esta o de odógrafa (000';= caminho)
do vector.

I. INFINITÉSIMOS

o

Fig. 57
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Ora, sabe-se da Geometria Analítica, que, em relação a

um sistema cartesiano de referência, as coordenadas do ponto
corrente P da curva podem ser dadas em função dum parâ
metro a: X

j
= 'fI {a}, X2 = 0/2 (a), X3 = 0/3 (a); se chamar

mos aj, a2, a3 às coordenadas, constantes, do ponto fixo O,
ter-se há, para coordenadas do vector-espaço r (p),
xj-al=t¥l(a), x2-a2 't¥2(a), x3-a3='f3{a) o que

exprimiremos abreviadarnente dizendo que o vector r (p) é

função do parâmetro a e escrevendo simplesmente r {a} ;

é claro que

I} r(a}=1:'fk(a).ik.
k

e r = r (a) é a equação vectorial da odógrafa.
Por exemplo a recta que passa pelo ponto M (aI' a2, 7-3)

e é paralela ao vector v = 1: lk' ik, é descrita vectorial
k

mente pelo vector r(i.}=1:(ak+lk.i).i'l [1,10, 57}] e

k

esta igualdade equivale às três igualdades cartesianas, equações
da recta, Xl (i.) = al + lI).' x2 (I.) =(;(2 + l2·i" x3 = 0:3 + l3).;
a hélice circular recta, existente sôbre um cilindro circular

recto de eixo Oz e raio r, é descrita vectorialmente pelo
vector r{a}=rcosa.i1+ rsellil.i2+ka.i3 onde a é o

ângulo formado pelo eixo Ox com a semi-recta OM obtida

projectando sôbre o plano Ox, y, em M, o ponto' corrente P da

hélice, e 2k-rr é o passo ga hélice; aquela igualdade vectorial

equivale às três equações cartesianas x1= rcos il, x2 = r sen u ,

x3=ka.
Como critério de simplicidade, quando houver que traduzir

os resultados obtidos por via vectorial em linguagem carte

siana, tomar-se hão eixos rectangulares com origem no ponto O,
origem do vector-espaço.

b} O que está dito generaliza-se imediatamente .para -as

superficies,
•

A descrição vectorial da superfície faz-se ainda por, um

vector-espaço r (pt) (fig. 38) e : êsse vector é agora função de

dois parâmetros a e v visto que dependem de dois. parâm e-
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ÕX2 ÕX3'
ÕV ÕV I

terística igual a 2 pois, caso contrário, das três

x2' x3' não haveria duas independentes.

Exemplo. O plano passsando pelo ponto' M ((Xl' (X2' (X3)
paralelamente aos dois vectores vl=l..lk' ik, v2=l..mk. ik

k k

tros, como se sabe da Geometria Ana

lítica, as coordenadas cartesianas do

ponto corrente da superfície. A superfície
diz-se ainda odógrafa do vector r (u, v).
A equação da superfície é, então,

2) r(ll,v)=l..�k(u,v).ik'
k

mas para que esta equação, equivalente
às três equações cartesianas x1='f.1 (u, v),
x2 = �2 (a, v), x3 = �3 (u, v), represente

de facto uma superfície, e não degenere
numa linha, a matriz II �_!_ �2 õXJ

õa õa õa

II õ;;

Fig. 58

deve ter carae-

funções Xl'

é descrito vectorialmente pelo vector

r ()', p.) = l.. (ak + lk' I. + mk• p.) • ik
k

E: esta igualdade equivale às três equações cartesianas 1,10,63).
Como outro exemplo, deduzamos a descrição vectorial da

superfície esférica de centro na ori

g em e de raio r; tomemos como

parâmetros (fig. 39) a longitude 9
e a colatitude G; tem-se

xl=OA=OM.costp,
x2=OB=OM.sentp,

- -

x3
= MP = O P . cos e ;

e como OP =r e

OM = OP. sen e = r sen e, tem-seFig. 59
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para coordenadas do ponto corrente P

xl = r cos cp sen O

X2 = r sen cp sen e

x3=rcose

e, conseqüentemente, para vector-espaço,

3) r (rr, e) = r cos cp sen e . il + r sen cp sen e . i2 +
+rcose.i3•

c) Noção de Campo. Os dois casos que acabam de ser vis
tos são os que directamente interessam nas aplicações geomé
tricas; nas aplicações físicas, porém, o caso mais importante
põe-se de modo diferente - intervém, como fundamental, o

conceito de campo.
Seja uma região do espaço e a cada ponto P dela liguemos

uma grandeza, de natureza escalar ou vectorial; à região
assim completada com a função f(p) chama-se um campo
campo escalar ou campo vectorial conforme f (p) fôr um esca-

lar ou um vector. À função f(p) chama-se função do campo.

Exemplos. A distribuïção de temperaturas numa certa região
do espaço, o potencial dum campo electrostático, constituem
exemplos de campos escalares; a função do campo é aqui a

lei pela qual varia a temperatura ou o potencial de ponto para
ponto. O momento resultante dum sistema de vectores desli
zantes em relação a um ponto do espaço [1,19J, o vector
intensidade dum campo magnético, constituem exemplos de
campos vectorais.

Num campo escalar, chama-se superfície de nível ao logar
geométrico dos pontos do campo nos quais a função do campo
toma o mesmo valor; a equação das superfícies de nível é,
portanto, f(p) = const. Exemplos: as superfícies isotérmi
cas dum campo de distribuïção de temperaturas, as superfícies
eauipotenciais dum campo electrostático.

Adiante (cap. 4.°) será feito o estudo matemático sumário
dos campos, escalares e vectoriais; do ponto de vista que, por
agora, nos interessá, salientemos apenas que um campo vecto
rial é afinal definido por um vector r (xI' x2 " x3) visto
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que r, dependendo do ponto P, depende das suas coorde
nadas. A decomposição cartesiana de r é

4) r (Xl' X2' X3) = 1: �k (Xl' X2' X3) • ik •

k

Os métodos vectoriais até aqui estudados não bastam para
as necessidades do novo domínio de aplicações que acabamos
de entrever. Para nos limitarmos às aplicações geométricas,
recordemos que a resolução de problemas de métrica (com
primentos de arco, áreas) e de curvatura (flexão e torsão das
curvas torsas, curvatura das superfícies e das curvas traçadas
sôbre uma superfície) exigem a consideração de elementos

infinitesimais, tanto de curvas como de superfícies - aparece

rão, conseqüentemente, vectores de módulo inferior a todo o

número positivo e, na criação do aparelho formal até aqui
estudado, êles não fôram tomados em consideração. A mesma

necessidade aparece na teoria matemática dos campos.
Impõe-se, portanto, o completar a aparelhagem formal de

que dispomos, com a inclusão dos conceitos infinitesimais.

Considerarernos, para isso, os três casos: r (u), r (u , v) ,

r (xI' x2' x3) e faremos sôbre os vectores e suas coordena

das nas decomposições 1) 2) e 4) as suposições seguintes, das

quais não sairemos;
a) univocidade - que a cada ponto P corresponde um e

um só vector, ou, que o sistema das três funções coordena

das determina um e um só vector;
b) continuidade, derivabilidade, total ou parcial, até à

ordem que fôr exigida pelos cálculos, das funções coordenadas
do vector r ,

2. -Inpnitésimo. Definições. Seja o vector r, em qualquer
dos três casos especificados no parágrafo anterior; diz-se que
êle é infinitésimo quando o seu módulo o fôr, isto é, quando,
dado um número real positivo o, qualquer, houver sempre
valores de mod r tais que

5) mod r < o .

(ll

Interessa porém completar a definição, introduzindo a loca-

(I) A definição fica assim reduzida à de infinitésimos de fun

ções escalares, tratados na Análise ordinária.
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!ização do valor do parâmetro ou parâmetros de que o vector

depende e para o qual 'êle se torna infinitésimo.
Comecemos por supôr que o vector é função dum parâ

metro u � r (u) .

Diz-se que o vector r (u) é infinitësimo no valor Uo do

parâmetro ou que é infinitésimo com � ú = u- Uo quando o

seu módulo o fôr, isto é, quando a todo o número real posi
tivo o fôr possível fazer corresponder outro número real

positivo £(o) tal que a desigualdade lu- Uo I < ,(o) arraste

a desigualdade mod r (u) < o

6) III - Uo I < E (o) � mod r (u) < a
•

Propriedades. l .", - A soma de dois vectores infinitési
mos com ú - Uo é um vector infinitësimo com u - Uo .

Sejam rI (u) e r2 {u} infínitésimos com a - ao' Tem-se

mod[rl {a} + r2 {a}] <modrl (a) + modr2 (a) e como, dado

o

2 positivo qualquer, é possível determinar £'(O) e £"(0)

taisque lu-aol<£1 arraste mOdr/(a)<� e la-aol<,11
o .

arraste mod r2 (a) < 2' na parte comum aos d�is contornos,

isto é, para lu - ao I < £, sendo E o menor dos dois núme

ros E' e f", ter-se há modr/{a) + modr2(u),<0, logo, a

fortiori, mod [rI (u) + r2 (u)] < O.
2.a• - Se r (u) é infinitësimo com a - uo, o produto

p • r (a), onde p é am número real qualquer, é infinitésimo
com u- uo'

A demonstração é análoga à anterior. De ser r (u) infini

tésírno com a - ao resulta que, dado o positivo qualquer, é

possível determinar £ (o) tal que I u - Uo I < £ arraste

o
mod r (a) < fPl'

donde se conclue que
,

mod[p. r �u}]=lpl. modr(a) < Ipl'l: 1=0
é uma conseqüência de I a - ao I < £ (o).
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3.a• - Tõda a combinação linear de vectores infinitësimos
com u - Uo é um vector infinitësimo com ll rr-: uo.

É conseqüência imediata das duas anteriores,

4.a. - O produto escalar e o produto vectorial dum vector

por um vector infinitësimo com u - Uo são infinitésimos
com u - uo, escalar no primeiro caso, vectorial no segundo.

Para o caso do produto escalar, basta recorrer à definição
fI, 13, 86}J e às propriedades gerais dos infinitésimos da Aná

lise Infinitesimal. Para o caso do produto vectorial, basta notar

que pela definição [1, 11,69}] o módulo do produto vectorial

é infinitésimo desde que o de um dos vectores o seja.
'

Passando agora à decomposição cartesiana do vector {as
propriedades já estabelecidas são independentes dela} tem-se

a propriedade
5.a, - É condição necessária e suficiente para que o vector

r (u) = 1:!!fk {u} . ik seja infinitësimo com u - Uo que cada
k

uma das !!fk {u} o seja.
A condição é necessária.

mOdr(u}=V 1:[!!fk{U}]2 < a
k

l!!fk {u} I < a com I ú - Uo 1< € (0), logo !!fk {u} é infinité-

simo 'com u - Uo .

A condição é suficiente. Com efeito, de ser !!fk (u) infi

nitésimo' com u - Uo ' resulta que, dado a positivo qual
quer, se pode determinar '» (à) tal que lu - Uo I < Ek {0}

a
arraste I !!fk {u} I <

Vl ' donde, sendo : o menor dos e k ,

k=1,2,3, lu-uol<:{o} arrasta 1:[!!fk{U}]2<o2 donde
k

Com efeito, de

com lu - Uo 1< : (o) resulta

mod r {u} < O.
Se o vector não é função dum só parâmetro, mas se trata

dum r {u, v} ou dum
.

r (xI' x2 , x3)' mantêm-se tanto a

definição como as propriedades vistas; há apenas que atender

a que o ponta em que r é infinitésimo não é um Uo mas sim
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um (uo ,vo) ou um (x�, xg, xg) e proceder às modifica

ções convenientes do contôrno dentro do qual se verificam as

desigualdades - é um problema de Análise Infinitesimal e não

de Análise Vectorial.

3. - Limite. Continuïdade. Comecemos ainda pelo caso

de o vector ser função de um parâmetro u : r= r (u) .

Definições. La - Diz-se que o vector r {u} tem por limite

o vector fixo ro quando u tende para uo, e escreve-se

l i m r {u} = ro . quando o vector diferença d {u} = r {u} - ro

u�uo
fôr infinitésimo com it - uo'

2.a - Diz-se que o vector r {u} é uma função contínua
de u no ponto Uo quando r (uo) = ro .

isto é, quando

7} lim r{u}=r(uo).
u-->uo

3.a - Diz-se que o vector r (u) é uma função contínua
de ú sôbre um arco de curva (C), quando é função contínua

para todos os valores de u correspondentes aos pontos dêsse
arco de curva.

Note-se a analogia destas definições com as da Análise
Infinitesimal.

Propriedades. l .". Soma. - Se l i m r {u}. ro e

u�uo

l i m s{u}=so é l i m [r{u} + s{u)]=ro + so.
U---+Uo U-4Uo

Efectivamente,fazendo v{u}=r{u}+s{u) e vo=ro+so,
tem-se v {u} -

Vo = [r (u) - rol + [s {u} - so] donde, pelas
condições da hipótese e pela propriedade La do parágrafo
anterior, resulta que v {u} - Vo é infinitésimo com it

-

uo'
logo pela def. 1.&, l i m v {u} = vo'

u-->uo

l." a} - Se os vectores r {u} e S (it) são funções contínuas
de a no ponto uo" a sua soma é função contínua de it no

ponto uo'
É conseqüência imediata da anterior {1.&} e da def. 2.&.
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l.a b} - Se os vectores r{u} e S {u} são funções con

tínuas de u. sôbre um certo arco de curva (C), sôbre o mesmo

arco de curva é contínua a sua soma.

É conseqüência imediata da anterior [La a}] e da def. 3.a.

2. a
- Produto por um número real. Se li m r {u} = ro

U---7>-Uo
tem-se, sendo e um número real qualquer {escalar constante},
li m [p . r {u}] = e . ro •

u--+uo
Demonstração análoga à da prop. La, a partir da igualdade

e . r {u} - e . ro
= e • [r (u) - ro ] .

23 a} - Se o vector r {u} é função contínua de u no

ponto uo, o produto e. r {u}, onde e é um número real, é

função contínua de u no ponto uo'

2.a b} - Se o vector r (u) é função contínua de u sôbre
um certo arco de curva (C), sôbre o mesmo arco de curva é
função contínua o produto e. r (u) .

Demonstrações análogas às de l ." a} e La b).
3.

a
- Combinação linear. Se l i m ri (u) = r? é, sendo

n n

f i números reais, l i m � ei' ri (u) = � Pi' r?, igualdade
U--+Uo i=1 i=1

n n

que,escritasobaforma lim � et.ri{u)= � ei' lim ri{u),
U--+Uo i=1 i=1 U--+Uo

mostra que o sinal de lim. é permutável com o de combina
ção linear.

Esta propriedade é conseqüência imediata das proprieda
des l ." e 2.a•

Resultam daqui propriedades 3.a a} e 3.a b) sôbre conti
nuïdade num ponto e num arco de curva.

Operador L. A partir do conceito de limite é definível, do
modo seguinte, o operador L - é o operador que, aplicado ao

vector r {u}, o faz passar ao limite quando u tende para LlO'
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isto é, é o operador.definido pela igualdade
8) L [r (u)] = li m r (u).

As propriedades La e 2.a, generalizadas na 3.[\, estabele
cem que

4.a_ O operador L é linear [1,18,130)].
o conceito de limite aplicado às operações da. multipli

cação interna e externa dá origem à propriedade
5.a - Se l i m r (u) = ro e 1 i m s (u) = so' tem-se

ll--+llo ll--+llo
1 i m r {u} I S (u) = r o I So , l i m r {u} 1\ S {u} = ro 1\ So.
Il�UO

A demonstração da primeira igualdade apoia-se na rela
ção r {u} I S (u) _ ro I so=[r{u} - ro] I S (u) + [S {u} _- So] I ro
e notando que o segundo membro, pelas propriedades 4.a e

La do parágrafo 2, é infinitésimo com u _ uO'
Anàlogamente para o produto vectorial tem-se

r{u} 1\ s{u}-ro.l\so=[r{u}-ro] 1\ s{u)+ro 1\ [s{u)-sol.
Deduzem-se propriedades 5.a a} e 5.a b) para a continuï

dade num ponto e num arco de curva.

Passando à decomposição cartesiana, tem-se' a propriedade
6.a _ É condição necessária e suficiente para que o vector

r (u)= 1: 'Pk {u}. ik tenha por limite o vector fixo r0= 1: lk' ik
k k

quando u tende para LlO' que seja l i m 'Pk {u} = lk' k = 1,2,3.
ll�Uo

É conseqüência da igualdade r{u) =rs= 1: ['Pk {u}-lk1. ik
k

e da prop. 5.a do parágrafo 2.
Esta propriedade pode traduzir-se analiticamente escrevendo

9} lim r{u}=1: lim IJlk{U). ik•
ll->;llo k

Resultam daqui, como anteriormente,
ô." a) e b) _ É condição necessária e suficiente para que
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o vector r (a) = 2: rpk (a). ik seja função continua de a no
k

ponta ao, ou sóbre am arco de curva, que as funções coor-

denadas rpk (a) o sejam.

Se não se trata dum r (a), mas de um r (a, v) ou um
r (Xl' X2, X3), as definições e propriedades mantêm-se, pelo
que foi dito no final do parágrafo 2. O enunciado da defi
nição 3.a e das propriedades b) modifica-se então, havendo
que substituir a expressão arco de curva por porção de saper
ficie ou região do espaço.



II. DERIVAÇÃO ORDINÁRIA

4. - Derivada dum vector r {u}. Definições. l ." - Seja
o vector r {u}, função contínua de u no ponto uo, isto é, tal

que [3,7}] lim r{u}=r(uo).
U�UO

Se, quando !J.u = u - Uo tende para zero de qualquer
maneira, o limite da razão dos infinitésimos !J. r (u) =
= r (u) - r (uo) (numerador) e !J. u = ü

-

Uo existe e é

finito e não depende do modo como !J. u tende para zero, a

êsse limite chama-se derivada de r (u) no ponto Uo e escre-

ve-se

10) limr{u)-r(uo)=[dr(u)]ll�ll u- Uo du.
o .

o
,

É claro que êste limite é um vector, visto que o numera

dor do 1.0 membro é um vector e o denominador um escalar.
2.a

- Se a igualdade 10) se verifica para todos os valores

Uo correspondentes aos pontos dum arco de curva {C}, sôbre

êsse arco de curva é definido um novo vector, função de u [que
se obtém fazendo correspoder a cada u o segundo membro de 10)
respectivo], que se chama vector derivado de r (u) ao longo

de {C}, e que se representa pela notação d��U}.
d

3.a - A partir da def. 2.a, define-se o operador do
du

modo seguinte - é' aquele operador que aplicado ao vector
r {u} o transforma no seu derivado j é portanto definido pela
igualdade
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11) �[r{u)]= dr{u)
du du

e está relacionado com o operador L [3] por

d
(

r (u) - r (uo)
12) -r u)=L .

du u- Uo

Propriedades. As propriedades que seguem são tôdas esta
belecidas na ordem das definições l ." e 2.a, primeiro num

ponto depois sôbre um arco de curva, sem que ao caso se

faça mais nenhuma referência.

l ." - Soma. A derivada duma soma de vectores (número
finito) é igual à soma das derivadas dêsses vectores.

Efectivamente,
d

() ()] r{u)+s{u}-[r(uo)+s(uo)]
-d [r u + S ú =L

u u-uo

=L[r(u}-r(uoî +�u)-S;uo)]u-uo u-uo

_

r{u)-r(uo) 1 s{u)-s(uo)
-L------,L

u- Uo u- Uo

[3, 4.a)].
A extensão a mais de duas parcelas é imediata.

2.
a

- Produto por um escalar constante. Se r {u} tem
derivada e e é um escalar constante em relação a u, tem-se

13)
d

.

d

du [p. r (u)] = p'
du

r {u} .

Demonstração análoga à anterior.

3.a - A derivada duma combinação linear, de coeficien
tes escalares constantes, de vectores, é a mesma combinação
linear das derivadas dêsses vectores :

14)
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É conseqüência imediata das duas propriedades anteriores.
Daqui se conclue .que, para Pi = const., o operador

dc!_ é linear. Não o é, porém, em geral; é o que resulta da'
a

propriedade seguinte:
4.a - Produto por um escalar função de u, Se r e p são

um vector e um escalar funções de u, tem-se

15}
d d d

-d [.P (u) . r (u)] = P (u) '-d r (u) + r (u)· -d p(u)
u u' u

que generaliza 13}: .

Com efeito, tem-se, fazendo s (u) -P (u). r (u),
S (u) - S (uo)=p(u). r(u} -p(uo)' r(uo)--[p(u} -p(uo}]' r(u} +.

+ [r (u) - r (uo)] . p (uo)
donde a demonstração segue imediatamente (ponto, arco).

A igualdade 15} é generalizada, em virtude da prop. l ,", por

d
16} -d lJpi(u).ri(u}=

u i

= lJ [Pi (u)· dd_ ri (u) + ri (�). -dd P i (un
i u u

que generalisa também 14).
5.a - Produto escalar. Se os vectores r (u) e s (u) têm

ambos derivada é

17} _d_ [r (u) I s (u)] =
dr (u) "

s (u) + r (u)'
ds (u)

.

du du' du

É conseqüência imediata de 12} e da identidade que ser

viu para demo-nstrar a propriedade do produto interno- contida
em 3, 5.a• .

J.a - Produto vectorial. Se os vectores r (u) e S (u) têm
ambos derivada é

18} :t7lr (u) � s {u}]= d��u} !\ s {u} + r {u} 1\ d��} .,

Dernonstração análoga. É ,indispe'nsável 'aqui não alterar, em

nenhuma parcela, a .ordern dos factores.
�

,
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7.a-Produto mixto. Sejam r/(u}, r2(u}, r3(u} três

vectores funções de u e seja m = rII r2 (\ r3 ; calculemos
a derivada de m. Tem-se, pelas regras anteriores, 17) e IS}
dm dr/l I

d

�---d rO(\r3+rl -d-(r2(\r3) ecomo
du u

�

iL

d dr2 dr3
-d-(r2(\r3)=-d (\r3+ro(\-d vem, substituindo e

ü ü
�

u

aplicando a propriedade distributiva do produto escalar
11, 13, 90)J,

dm dr/l I dr:2 I dr3
19)

du
=

du
r2 (\ r3 + rI du

(\ r3 + rIr2 (\
du

.

S.a _ Duplo produto vectorial. Operando duma maneira
inteiramente análoga, obtém-se

20) �l [rI (\ (r2 (\ r3î] = ::: (\ (r2 (\ r3)-+-

+ rI (\ (�: (\ r3) + r
I (\ (r2 (\ !!J: ) .

Como se vê, as regras operatórias 17} a 20} são análogas
às da Análise Infinitesimal.

Passando à decomposição cartesiana, tem-se a propriedade
9.a _ É condição necessária e suficiente para que o vector

r (u) = 2: 'Pk (u) . ik tenha derivada, num ponto ou sôbre um
Il

arco de curva, que nesse ponta ou nesse arco tenham deri
vada as funções ''Pk (u), e, se as derivadas existem, é

d d'Pk(u} •

21} -d r(a}=lJ
d ··k·

ú k U

É conseqüência da prop. ô." do parágrafo 3 aplicada à
igualdade

r (u) _ r (ua)
_ � rk (it) _

9k (ao)
. i

u.
-

ua -: a
_

ito
k'

IO
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1 O." - Se o vector r {u} = a é constante, o seu deri

vado é nulo e reciprocamente.
Se r{u}=a constante, é r{u}-r(uo)=o, logo [10)1

dr{u} =0
du

.

Reciprocarnente, se
dr(u}

=0
du

e r(u}=a

é

donde 'i'k {u} = const. é constante.

n." - Se r (li) tem módulo constante (não nulo), o sell

derivado all é nulo ou lhe é perpendicular, e reciprocamente,
Comecemos por calcular a derivada do módulo de r {u}.

Da igualdade [mod r {u)J2 = r {u} I r {u} resulta, derivando

_

d
ambos os membros em relaçao au, 2 modr {u}· du

modr{u}=

=2r{u}1 :u r{u} donde

22}
d I

I
d

-d modr{u}==
d { }

. r{u} -d-r{u}.u mo r u u

Logo, se mod r {u} = const. não nulo, o segundo mem-

, l'd d
dr {u}

f'bro e nu o, o que so po e ar-se se � or nulo ou per-

pendicular a r {u}. Reciprocamente, se algum dêstes casos se

dá, o primeiro membro é nulo, logo mod r (u) = const.

12.a - Se o vector r {u}, não nulo, é paralelo a uma

recta fixa, o seu vector derivado é-lhe paralelo e recipro
camente .

Seja t o vector unitário de r {u}, isto é, seja r (u}=p {u}. t

com f (u) = mod r (u) i t é, pela hipótese, constante. Tem-se,
.

d dp{u) dp{u} I
derivando, -d

- r (u) =-d-' t = -d-
.

-(),
.
r (u)

u u u pu

logo
dr {u} é paralelo a r (u) [1, 7, 39}].

du
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dr
ll, 12, 82)J r(\d;;=o e, como

vem p. t (\ ( d P
. t + p' dt) = O dande

du du

o dt
+ pw • t (\

du
= O donde, ainda, por ser t (\ t = O ,

dt
t (\ -d

= o. Mas t é um vector unitário, logo mod t=const,
a

e pela propriedade anterior é ti �: -= O ; portanto a con-

dt .
dt

dição t (\
du

= O exige que seja
du

= O

Reciprocamente; se

J47

é paralelo a r (u) tem-se

dr dp dt
--=-·t+p·-'
da du da

dp
p·-·t(\t+

du

logo t é

constante (prop. 10.a) e r (u) tem, por conseqüência, direcção
fixa.

Derivada dum ponto. - O conceito de derivada estende-se

a um ponto função dum parâmetro escalar u, Seja P (u) um

.
P(ao+�u)-P(uo)

tal ponto; se existir il ln , qualquer
tlu-+O �u

que seja o modo como �u tende

para zero, a êsse limite chama-se

derivada do ponto P (u) corres

pondente ao valor uo do parâ
metro. É claro que êsse limite,
quando existir, é um vector e é

fácil ver que êsse vector coïn-

cide com o vector derivado de Fig. 40

r (u) = P (u) - O, qualquer que

seja o ponto fixo O do espaço. Efectivamente (fig. 40) se O

é fixo (coordenadas constantes em relação a u) tem-se

p (uo + �u) - P(uo)= r (uo + �u) - r(uo).
Com esta propriedade, fica reduzido o estudo do derivado

dum ponto ao de um vector.

P(u.+t:. u)
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5. - Tangente a uma curva torsa. Seja uma curva (C),
torsa em geral, odógrafa do vector r {u} [1], e suponhamos
que êste vector é, em todos os pontos de {C}, função contínua
e admitindo vector derivado não nulo. Como a continuïdade
e a existência de derivada de r {u} correspondem à continuï
dade e à existência de derivada das três funções coordenadas

fk {u} k = 1,2,3 [3, ô." a} e b}, 4,9.a] que figuram nas três

equações paramétricas da curva, xk=o/k{u) k=1,2,3,
a hipótese feita sôbre r (u) é a de que a curva {C} é contínua

dXk
du

k = 1,2,3, não tôdas nulas - os pontos de (C) dizem-se,
então, regulares,' limitaremos o estudo ao caso em que todos

,

os pontos de (C) são regulares.
Posto isto, consideremos um ponto A arbitrário (fig. 41)

da curva e, a partir dele, os

dois sentidos opostos de per
curso sôbre a curva, um dos

quais será tomado como posi
tivo e o outro como negativo.

Se tomarmos o ponto A
como origem da contagem de
arcos sôbre a curva, conside-

-------

rarernos o arco AP, de A para
P, como positivo ou negativo
conforme o sentido de A para P
coïncidir ou não com o sentido
de percurso tomado como posi
tivo. Convencionaremos tomar
como sentido positivo de percurso aquele que corresponde
ao crescimento do parâmetro escalar u. fica assim definido,
não só o sinal do arco s ou abscissa curvilinea do ponto P,
medida a partir de A sôbre a curva (da definição precisa e do
cálculo de s será tratado no parágrafo seguinte), mas definido,
do mesmo passo, o, sentido de crescimento do arco ..

Seja, agora, P o um ponto da curva, correspondente ao

valor Uo do parâmetro, e P um ponte vizinho, correspondente

e de que em todos os seus pontos existem derivadas

x,

Fig.41
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ao valor u. A êsses dois pontos correspondent, respectiva
mente, os vectores r (uo) e r {u} e a figura mostra que o vector

-+

fi r (u) = r {u} - r (uo) = PoP está dirigido segundo a recta

que passa por Po e P. Dividamos êste vector pelo escalar

� r (il)
continua sôbre a mesmao vector�u=u- uo;

recta e dirigido sempre, em virtude da convenção de sinal

acima feita, no sentido em que o arco cresce [no caso da fig. 41,
é u :» Uo e a divisão por u - Uo não altera o sentido de

-)-

� r {u} = P oP; se P estivesse à esquerda de P o era u < Uo

e a divisão por u - uo mudava o sentido de � r (u)] .

Façamos tender o ponto P para Po sôbre a curva, isto é,
-+

façamos tender � u = u - Uo para zero; P oP é, então,

t
.

fi ité P h' it
.

t l i
r(u}-r(uo)

um vec or In ini esrmo, or IpO ese, exis e lm
!!.ll---+O U --uo

[dr {u} ] t I bd' d'
.

'd=

----;;;;-
II

vec or que, pe o que aca a e ver-se, e irrgt o

o

no sentido em que o arco cresce. Por outro lado, por defini

ção de tangente a urna curva, quando P tende para Po sôbre

r(u}-r(uo!
a curva, a recta P oP, linha de acção do vector ,

u- uo

tende para a tangente em P o» se existir, logo, no caso pre

sente, a tangente em Po existe e é a linha de acção do vector

[�J .

du
II

o

Da análise feita, conclue-se que a existência de derivada
não nula do vector r {u} corresponde à existência de tan

gente da sua odógrafa e essa tangente tem por parâmetros
directores, em relação a um sistema cartesiano rectangular



as coordenadas correntes

dx,
como

du

da tan-
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. [ dx, ] [ dX2 --J [ dX31Oxl, x2' x3' as denvadas du Il' du. Il' du
Il

'

o o o

visto que [d:�U) 1 =; [�: l·ik [4,21)].
o o

As equações cartesianas da tangente à curva (C) no ponto
Po são então [1,10, 5S)J

23)
Xl-XI X2-x2 X3-X3

=--_ --'-----

dXI dX2 dX3
du da da

são tom-adas no

ponte P o (ao) .

A equação vectorial da tangente é
-)o- dr

24) P oP 1\
du

= O .

o vector dr (a). Efectuemos o produto do vector derivado
dr (a)

I I· f·
. ,.

d
.. ,

__ -

pe o esca ar In initésirno il i o vector infinitésirno
au

obtido, que representaremos por dr (u) > dr(il) = d�(U) . du ,

a

dr (u)
tem a direcção de e existe, portanto, sôbre a tan-

du

gente à odógrafa IlO ponto correspondente ao valor do parâ
metro.

A êste vector chama-se diferencial do vector r (u). A sua

decomposição cartesíana é, como resulta da definição,
25) dr(u)=1dxk(u).ik•
Daqui resulta que ao vector dr (il) se podem aplicar as

.

propriedades formais das diferenciais ordinárias e que, por-
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tanto, vale para êle um conjunto de regras formais análogas

'I d d
.

dr
aque as que atraz e uzirnos para o vector -du

O vector dr (u) relaciona-se simplesmente com o vector

infinitésimo L1 r (u) = r (u) - r (uo)' Efectivamente,

� r (u) = 2: L rpk (u) - rpk (Uo) J. ik = � � 1'k (u). ik; ora, como

k k

se sabe do cálculo diferencial, é �rpll{u)=drpk{a)+ek'
sendo Ok um infinitésimo de ordem maior que 1 com

/1u = a-uo' É portanto � r{a) = 1:drpk(u). ik + � OIl' ik =

k k

= dr (u) + 6
, isto é, � r (a) difere de dr (a) por am

vector caias coordenadas são infinitésimos de ordem maior

que 1 com !lU.

Por analogia com o que se passa na Análise Infinitesimal,
a dr (u) chama-se, ainda, parte principal de � r (u) .

6. - Comprimento de arco duma curva. Seja uma

curva (C), fig. 42, odógrafa dum vector r (u) e suponhamos
que, em cada ponto com-

preendido entre dois pontos
dados A (uo) e B (uI) da cur

va, r é função contínua de u

(a curva é contínua) e admite

um derivado único não nulo

(a curva tem uma tangente
única em cada ponto) também

função contínua de a. Supo
nhamos, ainda, escolhido, sô

bre a curva, um sentido cres-

cente do arco, entidade geo-
métrica intuitiva. Vamos cal

cular o comprimento de arco

entre A e B, que représenta-
remos por s; para isso tem que começar-se por definir o que

se entende por tal comprimento de arco.
...--.

Definição 1.
a

- Divida-se o arco geométrico AB em arcos

151

Fig,42
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.-

parciais MP e seja Si o comprimento de cada um

dêles; faça-se 1: sie calcule-se o seu limite quando
cada um dos arcos parciais tende para zero e o

seu número para infinito. É o valor dêsse limite,
quando existir e fôr finito, que se toma para defi

nição de s (1).
.----..

Como se vê, a questão transportou-se do arco finito AB
...--._

para o arco elementar, infinitésirno MP, de que representa
remos o comprimento infinitésimo por ds = Si; tudo está

agora em definir o que se entende pelo comprimento ds.
A essa definição preside o seguinte critério de métrica das
curvas:

Definição 2.a - Chama-se comprimento do arco elementar

da curva torsa (C) ao número real ds definido pela
igualdade

26) ds2 = drl dr

ou seja, visto que dr I dr = (mod dr)2,'

27) ds=+ moddr

tomando o sinal + ou o sinal conforme o sen

tido do percurso sôbre a curva coïncidir ou não

com o sentido de crescimento do parâmetro u ,

Como se vê, o critério adoptado para a métrica da curva

é o mais simples possivel - começou por se assimilar o arco

à corda e, em seguida, tomando o módulo, não do vector ,1 r

mas sim de dr, eliminou-se o vector I) referido no final do

parágrafo anterior.

(I) Quando 5 existe e é função contínua de u, a curva diz-se

rectificável; isso dá-se em condições menos restritivas que aquelas
supostas acima para r (u) - é necessário e suficiente que as 'fk (ti)
sejam contínuas e de variação limitada j na nossa hipótese, como

adiante se verá, o arco s, além de função contínua de u, tem deri

vada (Vide Jordan, Cours d'Analyse, Tomo L°, 3.a ed., pg. 10']).
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Da definição resulta agora, em virtude de 5,25),
28) ds2 = 1: [dxk {u)J2 = 1: [x� {u)J2 . du2 •

k k

Pela definição l ." é, então, se o limite existir, s = lim 1: ds =

= +- lim lJ yi1: [x� {u)J2 . du; na hipótese feita, da continuï
k

dade das derivadas, êste limite existe e é

_!!!_= +. /( dx, )2 + (dx2)2 + (�)2du
- V du du du

A interpretação de sinal que acima foi dada concorda com

a interpretação geral do sinal duma derivada: sinal + ou -

conforme a função é crescente ou decrescente.

29)

devendo tomar-se o sinal + ou o sinal - conforme acima
foi dito.

Se o ponto A é fixo e B variável, s é então função de u

e da análise feita resulta que essa função tem derivada em rela

ção au, dada por [28)]

30)

Caso em que u = s . Muitas vezes toma-se para parâ
metro de representação das curvas o próprio arco s; então as

coordenadas de cada ponto são funções da sua abscissa cur

vilínea s; as equações cartesianas da curva são xk = xk (s)
k = l, 2, 3, e o vector-espaço da curva é r (s). Tem-se,
então [5,25)1 dr{s) =1:dxk{s). ik e como, tomando como

k

sentido de percurso o do crescimento do arco, é [27)J
ds = mod dr (s), tem-se que o vector

31) t=
dr{s) =I dxk{s)

. ikds Il ds

é unitário.
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ds
os cosenos directores da tangente à odógrafa de r (s) e que,
como conseqüência,

32) I l dxkCs2__J
2

= I.
k ds

Esta igualdade e 29) dão o resultado evidente s-=Ju, ds.
/lo

7. - Derivadas de ordem superior. Duma maneira
semelhante à usada na Análise Infinitesimal, definem-se deri

dr
vadas de ordem superior dum vector. Dado r (a), se -da
admite vector derivado, chama-se-lhe derivado de 2. a ordem

d2r
de r (a) e représenta-se por -d9; do mesmo modo se define

a�

derivado de ordem 3, ... n:

33)
d" r d (dll-J r )dall

=

da da n-J- .

Destas definições e das propriedades estabelecidas no pará
grafo 4 resulta que, se é r (a) = 2: xk (a) . ik a decornposi

k

ção cartesiana de r (a), se tem

34) dn�=I dnxk(a)
.. i'l'du" k dan

Muitos dos conceitos e das propriedades formais da Aná
lise Infinitesimal, além dos já estabelecidos, se estendem sem

alteração à Análise Vectorial; por exemplo, o conceito e regra
de derivação àe função de função. Se r= r (a) e a = cp (v), r
diz-se função de função de v, nas mesmas condições que na

Análise ordinária, e verifica-se a propriedade da continuidade
- se r (a) é função contínua de a e a função contínua de v,
r (v) é função contínua de v. A derivada de r em ordem a v

existe e calcula-se também por uma regra análoga - se r (a)
tem derivada no ponto LlO e it = cp (v) tem derivada não
nula no ponte Vo tid que ao = rp (vo), o vector r (v) tem
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derivada no ponto VO' a qual tem por expressão

[ d:�V} J = [3:�U} ] . [ �� ]
Do Uo Vo

r{v}-r(VO)
Esta igualdade fundamenta-se em que

r(u}-r(uo) u-uo
e no facto de,

v - Vo u- Uo v - Vo
na hipótese feita, as passagens ao limite para' � u = O e

para � v = O serem equivalentes. Quando a derivada existe
dr {v}

num certo domínio, nele é definido o vector derivado --,

dv

dado pela igualdade

35}
dr

=

dr
.

da
.

dv du dv

Exemplo. Seja a curva {C}, odógrafa do vector r {u}; se

A d
.

d
dr .

se toma para parametro o arco s, o vector enva o -d esta
a

ligado com o vector unitário da tangente _!!'!:_ = t [ó, 31)l
ds

dXk 1 dXk du
--=-. --=

----------

ds �: du

J ( �: Y + ( �:t + (�: f
Para as derivadas de ordem superior tem-se, como na Aná

lise Infinitesimal

d2 r d2 r ( du )2 dr d2 a

dv2
=

du2 d;- +
du

.

dv 2
.

pela relação

36)
dr

= t.
ds

du du

donde se conclue imediatamente que [6, 30}J
dXk

37}
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Definições e expressões estendem-se ao caso em que se

trata dum p (fl) .

fórmula de Taylor. Também a fórmula de Taylor se estende

aqui sem dificuldade, se bem que não exactamente com a

mesma forma.

Seja r (a) = 1: X'l (a). i'l e suponhamos que as coorde
k

nadas xk (a) se podem desenvolver segundo a fórmula de Taylor

xk (a) - xh (ao) + (a- ao) . x'h (flO) + ... +

-1_
{a - flo)n . (n) ( ) + c ]. xh Uo -k

Il! .

sendo Eh um infinitésimo com u - uo' Multiplicando ambos os

membros por ik e somando em k, vem

r (u) = r (uoî + (a -- uo)' ( �: ) u

+ ... +
o

.

(u- u.
.

n

[( dnr) ]+ __ 0_'. _ +6(u)
n ! dun "o _

onde 6{u) = 1: Ek' ik é um vector infinitésimo com a
-

uo.
Il

Fazendo u
_-

ao
- h , vem

38) r(llO+h)=r(uo)+It'(�;;)1l + ... +
o

h" (dnr \ hn
+-, . -n-) +-,.6{u)Il. du. Il

Il.
•

o

que é o desenvolvimento de Taylor para um vector r (u).
Como se vê, êle difere do da Análise ordinária no seu

último termo; se bem que se tenha, utilizando o resto de
n-l i n

( ) _

� It (i) (
\ 1-

It (n) ( .r, )Lagrange, xk u - (-' -.,. xk Uo) -, -,
. xk Uo I ekh ,

l=O L. Il.

no último termo do desenvolvimento do vector não pode escre-
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ver-se
n I dun

com as coordenadas do vector.

Se as coordenadas de r (u) forem desenvolvíveis em série

de Taylor numa vizinhança de uo' tem-se então, para o vector,

39} r (uo + It) = r (uo) + It. (�:) + ... +

Uo

4- __!!!:_ (_!1!2_) + ...

'n!' dun
.

, Uo

O segundo membro desta igualdade é uma série em cujos
termos figuram vectores e é claro que só pode ser-lhe ligada
uma ideia precisa desde que se defina convergência duma

série. Essa definição dá-se do modo seguinte: formada a

soma sn dos n primeiros termos da série (soma que é um

vector) a série diz-se convergente quando L i m sn fôr um

visto que ek varia com k, isto é,

vector finito s, vector que se diz, então, soma da série.

Desta definição e das propriedades da teoria dos limites

de vectores [3] resulta imediatamente que se as três séries

desenvolvimentos das funções escaLares xk (u) são convergen-

tes, é convergente o segundo membro de 39} e vice-versa.

Todo o vector r (a) que, numa vizinhança do valor uo' é

desenvolvível segundo 39} diz-se função analítica de a nessa

vizinhança.
fazem-se considerações análogas para uma junção P (a).

s. - Derivadas parciais dum vector r (a, v). Seja um

vector função de dois parâmetros a e v. Exactamente como

na Análise Infinitesimal, definem-se derivadas parciais em

ordem a a e v do vector r (u, v) no ponto (ao, vo) como os

r(uo + !lU, vo)- r(ao, vo)
limites, se existirem, dos quocientes

r(ao, vo+6.v)-r(ao, vo)
------------, que se obtêm fazendo variar de

6.v
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cada vez apenas um parâmetro, e desde que êsses limites sejam
os mesmos quaisquer que sejam as maneiras como respectiva
mente A U e !:l. v tendem para zero. É claro que.êsses limites,
quando existem, são vectores i se êsses vectores existem em

todos os pontos dum certo domínio [a superfície od6grafa de
r (u, v)], nesse domínio são definidos (como na def. 2.a de 4)
os dois vectores, funções de u e v, derivadas parciais de
r (u, v), respectivamente em ordem a u e v, e que represen-

õr' õr
taremos por õu

e
õv

õr r (u + !:l. u, v) - r (u, v)
--= I i m -------

õu /!,ll-> o !:l. il

õr r (u, 1/ + !:l. v) - r (u, v)
--= I i m ----------

Õl/
/!,O->O � v

Estes vectores podem, por sua vez, admitir derivadas par
ciais que, quando existirem, se chamam derivadas parciais
de z: ordem de r (u, v) e que se representam pelas notações
õ2r õ2r õ2r õ2r . .

"î9, �,x�, -X'"""9 i definem-se do mesmo modo den-
eu: vUvV vI/vU vV�

vadas parciais de ordem 3,'" Il, .. '. que são funções, em

geral, de ú e v i para as representar usa-se o mesmo género de

notações.

40}
,

.

Estendem-se aqui também muitas das propriedades gerais
da Análise Infinitesimal i vejamos algumas que mais importam.

a} lndependêncie da ordem de derivação. Demonstra-se que
õ2r õ2r

se os vectores
ÕilÕV

e
õvõu

são funções contínuas de

It e v êles são iguais e, mais geralmente, que duas derivadas

parciais, de ordem' qualquer, que difiram apenas pela ordem
da derivação são iguais se fôrem funções contínuas de u e v.

b} Cálculo formal. Verifica-se fàcilmente que as regras
operatórias sôbre derivadas se mantêm, assim como as pro
priedades operatórias estudadas no parágrafo 4 referentes aos

operadores vectoriais.
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c} Teorema dos acréscimos finitos. Seja o vector r {u, v}
e consideremos a diferença b,. r = r {u + du, v + dl'} - r iu, v} =

=r{u + du, v+ dl'} - r{u + du, v} + r(u+ du, v}-r{u, v}.
Pode escrever-se [5, o vector dr {u}], se existem as deri

vadas parciais,
tir {a + 'da. v}

r(a+ du, v+ dv}- rCu + du, v)= til'
-dv + 6/

sendo 6/ um vector cujas coordenadas são infinitésimos de

ordem maior que 1 com dl' e

{ {tir (u, v) +r u + du, v} - r u, v} = tlu
. du V.

sendo V. um vector cujas coordenadas são infinitésimos de
ordem maior que 1 com du. É, portanto,

tir (u, v) d +
tir (u + du, v)

d r + 6b,.r= tlu
. u

til'
. l'TV. l ,

ôr
Se a derivada parcial é contínua, tem-se

til'
tir {u + du, v} tir (u, v)

+ 6 d 6 .

fi 't'
,

til'
-

til' 2 sen o 2 um In InI esimo

com da, de modo que

tir (u, v) tir {u, v} _L"
b,.r=

tlu
·da+

til' .dv+V.+6/ I 62·dv,ouseJa

41}
tlr{u, v}

d -+- ôr(u, v}
d +6 r=

tlu
. a.

til'
. V W

onde W é um vector cujas coordenadas são infinitésimos de
ordem maior que 1 com o maior dos infinitésimos (da mesma

ordem) da e dv ; por outras palavras, supondo que I dl' I > I du I
e lim ddv =1=0, é lim-dW =0.

a dù-+O V

dv-+O

Tiravam-se conclusões análogas se se tivesse, ao valor de
b,. r = r (u + du, v + dl') - r (a, v) somado e subtraído

r {u, v + dv), mas havia então, para deduzir 41), que supôr
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õr
õu contínua, de modo que pode dizer-se que 41) é verda-

deira na hipótese da continuïdade das duas derivadas parciais.

d) Fórmula de Taylor. Generaliza-se sem dificuldade a fór
mula de Taylor obtida no parágrafo anterior para os vectores
funções de um parâmetro [7,38)J. Essa fórmula, que genera
liza também o teorema dos acréscimos finitos [41)] pode escre
ver-se

42) r(uo+h,vo+k)=r(uo,vo)+h . .,.õr +k . .,.õr +
vUo vVo

+ __!_-'(h.__l!_ +k .__l!_)(2)+ ... +21 õUo õVo •

J (õr õr )(nJ+--. h·--+k.-- +w
n l õUo õVo

d )
õr õr

t deri
.

d
..on e: a e -x- represen am as enva as parciaisõUo vVo

tomadas no ponto (ua' vo); b) as potências s.imbólicas têm
a mesma significação que na Análise Infinitesimal- desenvol
vidas pela fórmula do binómio, há que substituir os expoen
tes que recaem sôbre as derivadas por índices de derivação e
os produtos por uma derivada única de ordem igual à soma
das ordens i c} w é um vector cujas coordenadas são infini
tésimos de ordem maior que n com o maior dos dois infini
tésimos (da mesma ordem) h e k.

Estende-se também, quando as coordenadas de r (u, v)
admitem desenvolvimentos em série cie Taylor, a fórmula 39}
do parágrafo anterior i tem-se

43) r(uo+h,vo+k)-=r(u'(J,vo)+(h . .,.õr +k . .,.õr)+, vUo . vVo
J (õr õr )(nJ+ .. ·+--·h·-+k·- + ....

.

n l õUo õVo

e) Função composta. Define-se função composta como na
Análise ordinária - se u e v são funções de t, r (u, v)
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diz-se função composta de t e estende-se a propriedade refe
rente à continuïdade. A derivada da função composta r (t) cal
cula-se a partir de 41) - se r (a, v) tem derivadas parciais
èr õr

,

õ;; e Tv contínuas e se u e v têm derivadas não nulas

em relação a t, é

44) dr =J!_. da
+ J!_. dv

dt Õa dt Õv dt

visto que, nessa hipótese, é aplicável41) e se tem l i m Wdt = O.
dt�O

J) Diferencial total. Dá-se êste nome ao vèctor
õr õr45) dr (a, v) =õ;;. da + Tv· dv .

A razão do nome é evidente - se r fôsse uma função esca
lar das duas variáveis a e v, seria dr, dado por 45), a sua dife
rencial total ordinária. As vantagens do seu uso são as habi
tuais; a fórmula de derivação da função composta resulta dela
imediatamente.

É também imediato que dr (a, v) generaliza dr (a) [5]
e de 41) resulta que êle está relacionado com Ó r(a, v} duma
maneira análoga àquela que liga dr (a) com � r (u) •

No parágrafo seguinte será vista a significação geométricade dr (a, v) .

g) Decomposição cartesiana. Se [1,2)J r(a,v)=1:xk(ll,V).ik
k

um raciocínio fácil mostra que é

!� = Il õXk
• i � = Il �k • i46)

Õa k Õa k' ÕV k Õv k

verificando-se fórmulas análogas para as derivadas de ordem
superior.

Se a=qJ(t), v=-�(t), é r=1:xk(a,v).ik=1:Xk(t).ik
k k

dr dXk•
e

dt
= I

dt
. Ik• Mas, por 44) e 46) tem-se, igualando

k

os coeficientes de ik '

II



162 CÁLCULO VECTORIAL

47}

que é a expressão da derivada do escalar Xk, função composta
de t.

Para a diferencial total, tem-se

ÔXk • ÔXk • ( ôXk ÔXk) •

dr=I-·lk·dll +I-'Ik' dv=I -·dll+ -·dv 'Ik
k ÔIl k Ôv k ÔIl Ôv

ou seja

48} dr (Il, v) = I dXk (Il, v) . ik
k

que generaliza 5,25}.
Dão-se definições e deduzem-se propriedades análogas para

uma função P (Il, v) .

9. - Plano tangente e normal a uma superfície.
Parâmetros de Gauss. Seja o vector r (u, v) e a sua odógrafa,
isto é [1] a superfície de equação r = r (u, v) ; suporemos

que a superfície é contínua e que o vector r Çu, v} admite
derivadas parciais finitas e contínuas sôbre tôda a região da

superfície que considerarmos.
Os desenvolvimentos que vamos fazer exigem a considera

ção de dois sistemas particulares de linhas sôbre a superfície.
Fixemos um valor, uo' do parâmetro u e consideremos o con

junto dos pontos da superfície que correspondem a êsse valor

fixo Uo i o logar dêssses pontos é, manifestamente, a odógrafa
do vector r (uo, v) = R (v) e essa odógrafa é uma curva tra

çada sôbre a superfície, curva dada em função do parâmetro
variável único v. Tem-se, assim, correspondendo a cada valor

de que é susceptível o parâmetro u, uma curva i o seu con

junto chama-se o sistema, ou família, das curvas u;- const.

Anàlogamente se tem sôbre a superfície o sistema, ou famí
lia, das curvas v = const., isto é, o sistema das odógrafas de
r (Il, v,), cuj o parâmetro é u.

Se admitirmos a univocidade (além da continuïdade), esta

belecida no parágrafo 1 para a representação vectorial da super

fície, isto é, que a cada ponto P corresponde um par de valo-
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res de u e v e reciprocamente, tem-se que por cada ponto da
superfície passa uma única curva de cada sistema (fig. 43) e

que duas curvas do mesmo sistema
não se cruzam (aliás haveria pares
diferentes de valores de u e v cor

respondendo ao mesmo ponto) a

não ser em pontos excepcionais
em particular, se uma das curvas
dum sistema se reduz a um ponto,
por êsse ponto passa uma infini
dade de curvas do outro sistema
(já veremos um exemplo).

Daqui resulta que as curvas das Fi�. 45
duas famílias cobrem a superfície,
formando sôbre ela uma rêde, de modo tal que os pontos da
superfície podem ser individualizados pelas duas curvas, uma
de cada família, que por lá passam e, por isso, elas podem
ser consideradas como coordenadas dos pontos - chamam-se
as coordenadas curvillneas dos pontos da superfície.

Os parâmetros u e v que, como acabamos de ver, deter
minam sôbre a superfície uma rêde de coordenadas curvilíneas,
chamam-se parâmetros de Gauss.

Uma equação da forma cp (u, v) = O que determine uni
vocamente v como função de u, v = n (u) , reduz o vector

-espaço da superfície a ser função, apenas, de um parâmetro
- r [u, n {u}] = R {u} -

e, por conseqüência, o logar que
corresponde às equações r = r (u, v) e <p (u, v) = O é uma
curva traçada sôbre a superfície; essa curva é em geral dife
rente das curvas da rêde. Reciprocamente, tôda a curva tra
çada sôbre a superfície resulta da existência duma relação par
ticular v = f {u} entre u e I' e é, portanto, a odógrafa dum
vector R {u} = r [u, f (il) I.

Exemplo. Consideremos a representação paramétrica da
superfície esférica [1,3)1
r(cp, e) =i r cos s , sen e. il + r sen v .sen e. i2 + rcos e- iJ'

A rêde de coordenadas curviIíneas é aqui formada pela
família de curvas e = const. - paralelos - e pela família de
curvas cp = const. =meridianos. Por cada ponto da superfície
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passa uma curva de cada família (é o modêlo do sistema das
coordenadas geográficas) à excepção dos pontos P e pi onde,
por se reduzirem a um ponto os

paralelos, se cruza uma infinidade
de meridianos.

Plano tangente. Seja M(uo, vo)
um ponto da superfície e conside
remos as duas curvas CII e Co

o o

da rêde que passam por M; sôbre
CII varia apenas v, sôbre Coo o

'varia u. As derivadas parciais do
vector r(u, v} tomadas no ponto
M são, pela sua própria definição
e pela definição de curvas da rêde, os vectores tangentes [51 a

(õ r) , , (õr)'essas curvas -)-

r;;
M

e o vector tangente a curva Coo' Õv
M

tangente a CII .

o

Fig.44

Suponhamos que estes vectores, derivadas parciais, existem,
não são nulos (nem colineares) e são funções contínuas de
a e v; seja P o plano definido por êles. Vamos demonstrar o

seguinte

Teorema. Tôda a curva com tangente, existente sõbre a

superfície e passando pelo ponto M. tem a sua tangente sõbre
o plano P.

Seja C uma curva não pertencente à rêde e nas condições
da hipótese; o vector-espaço de que ela é odógrafa, é, pelo
que se viu acima, urn vector R (u) = r [u, t: (u)] . Suponha
mos que v = n (u) tem derivada no ponto M e calculemos

(dR) V' .

h"
õr õr

,

\ du
. Isto que, por IPotese,"fzi e Õ; são contínuas e

\ M

como ni (u) é certamente diferente de zero (caso contrário
seria v = const. e C pertenceria à rêde) pode aplicar-se 8,44}
e tem-se, para vector tangente à curva C,
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(dR) = ('�) + (�) (dV) igualdade que mostra
\ du

M
. Õu

M
ÕV M' du

M

ll,7, 44}] que (��)M' (�:)M e (�:)M são copla-

nares e que (dR) está, portanto, sôbre o plano P.
-du M

Ao plano P dá-se o nome de plano tangente à superfície
no ponto M; sôbre êle estão, pelo teorema demonstrado, tôdas
as tangentes a tôdas as curvas traçadas sôbre a superfície que
passam por M (e que têm tangente, claro).

O vector dt (u, v). Pelo que acaba de ver-se, o vector dife-

rencial total de r (u, v) [8,45}] dr= �: -du + �: . dv está

sôbre o plano tangente à superfície no ponto em que são
tomadas as derivadas parciais. É o vector infinitësimo do
plano tangente, assim como dt (u) é [5J o vector infinité
simo da tangente à curva r = r (u).

Normal. Define-se normal a uma superfície num ponto
como a recta perpendicular ao plano tangente nesse ponto;
essa recta tem, conseqüentemente, a direcção do vector

49} N=�!\�.õu dv

Representaremos por n o vector unitário da normal; é

l!:_!\�
50}

du õv
n =

mOd( �: !\ �:)
Equações cartesianas. Utilizando as decomposições carte

sianas, tem-se [8, 46} e 1, 11, 80}]
51} N= il i2 ia

õXI õX2 õXa
õu õa õu

õXI ÕX2 õXa
õv õv õv
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os parâmetros directores da normal, ou sejam os coeficientes
da equação cartesíana do plano tangente [1, 12] são, portanto,
proporcionais aos determinantes funcionais (Jacobianos) se

guintes

I õX2 õXJ ôx2 õXJ Õ (x2, xJ)
a=-'-�-'-=! õu õv õv õu õ{u,v)

I õXJ ÕX! ÕX/ õXJ Õ (xJ' XI)I

a --.---.---�-

I
2- õa Õv ÕU Ov

-

Õ (U, v)
ÕXI ÕX2 ÕX2 ÕXI Õ IX!, X2)

aJ=�'�- ÕU 'Tv= Õ{U, v} ._
Se a equação cartesiana da superfície é dada sob a forma

f(x"x2,xJ)=0 é fácil ver que, se um, pelo menos, dos

õf õf Õf U)

õXI ÕX2 õXJ
Jacobianos é diferente de zero, é -=-=- e que,

al a2 aJ

portanto, as equações cartesianas do plano tangente e da
normal são

52)

a}
õf õf õf

(X � X )._+ (X � x,,)·_+ (X �

X )'-=0I I Õx 2 � ÕX J J ÕxI 2 J

53) XI-X! X2-x2 XJ-xJ
b) õf õf õf

õXI õX2 l>xJ
onde (XI' X2• XJ) representam as coordenadas correntes e

(I) É O que resulta'do estudo do sistema homogéneo
Õf õx, Õf ÕX2 Õf l>xJ
-.--+-,-+-,-=0
õXj Õu ÕX2 õu ÕXJ õu
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(Xl' X2' X3) as do ponto, da superfície, de que se trata, sendo
as derivadas parciais tomadas nesse ponto.

Exemplo. Na representação da superficie esférica em parâ
metros de Gauss r(1l,e)=rcOS1l.sen e.il + rsen1l.sene.i2 +
+ rcos e. i3, r= mod r (1l, e), tem-se

ër
(

•

+
.

)õo/=rsene. -sen1l.ll cos9.12

�� =r.(cos9.cose.il + sen1l.cose.i2-sene.i3)·
O primeiro é o vector tangente ao paralelo e = const.,

o segundo tangente ao meridiano 9 = const. e, como ime-

d· t t if
ër

I
õr

O
.

d'ra amen e se ven Ica, e õo/ õ9
= o que In Ica que as

duas curvas da rede que se cruzam num ponto, qualquer, são

perpendiculares entre si - a rede diz-se, por isso, ortogonal.
A direcção da normal à superfície é a do vector

N - _l!_ _l!__. • •
-

õe 1\ õ-p
- II 12 IJ

r cos 1l cos e r sen 1l cos e - r sen e
-rsen1lsene rcos 1lsene O

= r sen e . r( cp , e)
e a normal está, por conseqüência, dirigida segundo o vector
-espaço r, isto é, segundo o raio da superfície esférica; o plano
tangente é, por isso, perpendicular a r.

10. - Derivadas parciais dum vector r(xl, x2' XJ)' Seja
o campo vectorial [l, c)] r (xl' X2' XJ)' O que foi dito no pará
grafo anterior sôbre derivadas parciais dum vector estende-se
aqui imediatamente.

A definição dá-se pela igualdade [8,40)]
õr

. r(xI+dxI,X2,xJ)-r(x"x2,XJ)54) -= Il m -----------

ôXl !'J.X./-+O d Xl
.

d '1
õr õr

e mats uas ana ogas para -,,- e -"
- .

vX2 vX3



daqui resulta que

dr=I (I �x, . i,). dxk=I (I �X, dXk)' i"
k 'VXk r k vXk

57) dr= lJ dXr• r,
r

e esta relação mostra que a diferencial do vector se relaciona
com a diferença como no caso em que o vector é função de
um ou dois parâmetros.

donde
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As derivadas de ordem superior definem-se também duma
maneira análoga e verificam-se: a propriedade da independên
cia da ordem no caso da continuïdade, a extensão do cálculo
formal, a extensão do teorema dos acréscimos e a da fórmula
de Taylor.

Define-se ainda diferencial total pela igualdade [8,45)J
(Ir55) dr (Xl' X2' X3)= lJ �. dXk

k vXk
e estende-se imediatamente a regra de derivação da função
composta [8,44)].,

Se é

r(xux2,x3)=IXk(xl,X2,X31.ik adecomposição
k

cartesiana [1,4)1 do vector, tem-se, para expressão da derivada
parcial em relação a xk'

(Ir (IXr•
-ç-= lJ -ç-' Ir i
v k r v k

56)

Il. - Coordenadas curvilíneas. Os resultados do número
anterior podem ser ainda generalizados desde que se estenda
ao espaço o conceito 'de coordenadas curvilíneas estabelecidas
no parágrafo 9 para uma superfície.

Sejam, como habitualmente, (XII x2' X3) as coordenadas
cartesianas rectangulares dum ponto M do espaço, e conside
remos três funções

5S) uk=fk(x/, x2' x3) k=1,2,3
que suporemos uniformes, contínuas no conjunto das três
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variáveis e deriváveis parcialmente até às ordens necessitadas
pelos cálculos; suporemos ainda que o Jacobiano

õ (u" u2' ua) , .

I=
"( )

e diferente de zero.
v xfJ x2' xa

Nestas condições, é manifesto que ao ponto M, com três
coordenadas únicas xl' X2' xa corresponde um terno único de
valores de UI' u2' ua; e como, na hipótese feita, o sistema

uk=fk(xl,X2,Xa) é resolúvel em ordem a XI'X2,Xa-
Xi = Cf i (UI' ll2' Ua) (1) -- reciprocamente, a cada terno de valo
res de uI' U2' ua coresponde um de xl' X2' Xa e, portanto. um

ponto do espaço; por isso se diz que as relações 58) definem
uma transformação pontual do espaço. As três variáveis
uI' U2' ua podem, por conseqüência, ser tomadas como defi
nindo um novo sistema de coordenadas, denominadas coorde
nadas gerais ou coordenadas curviiineas.

Êste último nome é justificado pela sua significação geomé
trica. Efectivamente, seja ug um valor da variável uk; a equa-
ção uk = ug, ou seja fk (Xl' X2' Xa) = uZ representa uma

superfície passando pelo ponto de que uZ é uma das coorde
nadas gerais. Daqui resulta que por cada ponto Mo(u7, ug, U�)
do espaço passam três superficies cujo conjunto corresponde
univocamente a êsse ponto. O espaço fica, conseqüentemente,
dividido por um triplo sistema de superfícies - as superfícies
uI = const., u2 = const., ua = const. - a que se dá o nome

de superfícies coordenadas, as quais generalizam a rêde de
curvas coordenadas sôbre uma superfície e a respeito das quais
se fazem considerações análogas.

As três superfícies coordenadas que passam por um ponto
cortam-se duas a duas sôbre três linhas que se denominam
linhas coordenadas - a linha-UI' intersecção das superfí-
cies u2=const. e ua= const.; a linha-u2, intersecção

(r) Vide, por exemplo, J. Hadamard, Cours d'Analyse, Tomo I,
pg. 2S e sego
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das superfícies uI = const. e U3 = const.; a linha-u3, inter

secção das superfícies ul=const. e u2=const. (fig. 45).
Exemplos. a} O próprio sistema

das coordenadas cartesianas xl'
x2,x3' As superfícies xk=const.
k = 1,2,3 são planos paralelos aos

planos coordenados; as linhas coor

denadas -linha-xl' intersecção das

'superfícies x2=const. e x3=const.,
etc. -- são paralelas, respectiva
mente, aos eixos coordenados Ox],
OX2'OX3·

b} O sistema das coordenadas esféricas. É sabido como

[l, fig. 39] a posição dum ponto P do espaço pode ser fixada
----+ •

pelas três coordenadas: r= mod OP, if longitude, e colati
tude, (lá, era fixo r por se tratar de pontos situados sôbre
uma superfície esférica). As superfícies coordenadas são agora:
as superfícies r = const., superfícies esféricas com centro
em O; as superfícies if = const., planos passando por OX3;
as superfícies e = const., superfícies cónicas com vértice
em O. As linhas coordenadas são: as linhas-r, intersecções
das superfícies q; = const. e O = const. -- rectas saindo de O;
as linhas- cf, intersecções das superfícies r = const. e

e = const. -- paralelos das esferas de centro em O; as

linhas-e, intersecções das superfícies r=const. e if=const.
-- meridianos das m�smas esferas.

Uj = cons
to

Fig.45

Significação geométrica das derivadas parciais. Triedro tan

gente. Seja o vector r (UI' u2' u3) onde UI' ll2' u3 são símbolos
de coordenadas gerais. Em primeiro lagar, estendem-se a êste
vector, como é óbvio, não só as definições de derivadas par
ciais, como os conceitos e propriedades vistas no parágrafo 10.

Vejamos a significação geométrica da derivada parcial "br .

vUI
Consideremos o ponto M (u7, u�, u�); por definição de deri-
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vada parcial [10, 54)], (::1) M

é obtida fazendo variar ape

nas uI e conservando constantes os parâmetros u2 e uJ

(õr) . r(ur+6.uI,ug,u�)-r(u9,ug,u�)
- =s L i m
ÕUl M tlllt->-O 6.ul

logo, em virtude da significação geométrica do vector

derivado de r (u) [5], o vector ( ::1 ) M

é tangente no ponto M

à odógrafa do vector R (uI) = r (UI' u�, u�), isto é, é tangente
à linha coordenada de intersecção das superfícies coordenadas

u2 = const. e uJ = const. que passam por M.

D· It t
A d

.

d
.. õr õr

aqui resu a que as res enva as parerais -"-, -"
-

,

vilI vU2

"õr definem, em geral, um triedro de tangentes às linhas coor

vUJ
denadas, triedro que se denomina triedro tangente no ponto
considerado.

Os três vectores só definem, de facto, um triedro quando
não fôrem coplanares, isto é, [1,15,118)] quando
õr I

õr õr _.

-"
-

-"
- A -"

- =1= o. Se, em relação ao triedro fundamental
vUl vU2 vUJ
cartesiano, é r = l: X, (UI' u2, UJ) . ik a decornposição de r,

k

esta condição escreve-se [10,56) e 1,15,114)]

59)
1 õXI õX2 õXJ 1= Õ(Xl,X2,XJ) =1=0

ÕU, ÕU, õUl Õ (uI' u2' llJ)
.

õX, õX2 õXJ
Õil2 õU2 õU2
õXl õX2 õXJ
õUJ õUJ õUJ I

Quando o triedro tangente é trirectangular, o sistema de
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coordenadas curvilíneas diz-se ortogonal. É ortogonal, por
exemplo, o sistema das coordenadas esféricas acima descrito.

Transformação de coordenadas. Considerernos uma trans

formação de coordenadas curviIíneas definida pelas relações

60) i = l, 2, 3

cujo sistema suporemos uniforme, contínuo e derivável; supo
nhamos ainda que existe o sistema inverso e que satisfaz às
mesmas condições.

As derivadas parciais do vector r em relação aos uk. expri
mem-se, em virtude da regra de derivação da função com

posta, por

61) � =�. Ô� +�. Ô� +�. Ô�J=lJ ôr .. Ô�i.
ôUk ôUj ôUk ôU2 ôUk ôUJ ÔUk i ÔUi ÔUk

Anàlogamente, as derivadas em relação aos u; expri
mem-se por

- -

�= Ô� .

ôUJ
+ Ô� .

ôU2
+ Ô� .

ôUJ
= lJ Ô� .

ôUi
.

ôUk ôUJ ôUk ôU2 ôUk ôUJ ÔUk i ÔUi ôUk
Em particular, se a transformação se realiza de coordena

das cartesianas rectangulares para coordenadas cartesianas
rectangulares, tem-se, como é sabido, [2, 1 e 3]

62)

Xi=l,O'.ik,Xk' xi=l,O'-ki,xk;
k k

daqui resulta imediatameute que

ôXi ôxi_,63)
Ô;k

- O'-ik' 63 a}
ôXk

- O'.ki

expressões que se fixam fàcilmente, notando que o primeiro
índice do segundo membro é sempre o da letra sem barra.

As derivadas parciais de r(xJ, x2' xJ) são, por 61) e 62)
õr ër ôXi õr õr ôXi

----=- = � - . ---=-
- = lJ ----=- .

-

ÔXk i ÕXi ÔXk ÔXk i ÔXi ÔXk
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donde, em virtude de 63 e 63 a}
õr õr

64} -=-= I "t».'
-

i 64 a}
ÕXk i ÕXi

12. -Integrais de vectores. Os conceitos de função pri
mitiva, integral definido, integrais curvilíneo, de superfície e

de volume estendem-se fàcilmente ao caso de se tratar de fun
ções vectoriais.

I. - Primitiva dum vector r {a}. Dado o vector
ma-se função primitiva dêle, e représenta-se por
ao vector R (a) tal que

dR (a) _ ()da
-r a .

r (a), cha

fr{a}.dil,

65}

Desta definição e de 4, prop. l ." e 10. a resulta que se Rf (il) é

uma primitiva de r (a) o é também a sua soma com um vector
constante C qualquer, e que é R (a) = RI (il) + C a expres-
são geral das primitivas de r (a) .

Se é [1,1)] r (a) = 2: Xk (a). ik a decomposição carte
k

siana do vector, a definição e as considerações feitas implicam
imediatamente que

66) R{a)= jr{il).da='1J_ik.jXk(il).dil+ '1J_ck.ik•
k k

II. - Integral definido. A definição dá-se como na Análise
ordinária - dado o vector r (a), define-se integral definido
pela igualdade

u

67) r r(a). da = lim '1J_ r (ïJi) . (ai - ai-I)
"

u
o

quando êste limite existe e é o mesmo qualquer que seja a

maneira como se efectuou a divisão do intervalo (ao, U) em

intervalos parciais (ai_I' ai)' qualquer que seja o valor "(Ji de il

tomado em cada um dêsses intervalos parciais e qualquer que
seja a maneira como êles tendem para zero. Demonstra-se que
estas condições são verificadas se r (a) é função continua de il

no intervalo (ao, U).
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Verificarn-se as propriedades habituais referentes ao inter
valo de integração - se al é um ponto do intervalo (ao, U)
tem-se

68) fU r(Il).dll=J,ill r(a).dll+./Ur(a).dll110 Uo 111

f'Uo
.U

69) r(ll). da. =- f r (Il). da.
tu' Ito

e, alé!ll disso,

Se R (a) é uma primitiva de r (a), tem-se ainda
nU

70) .fu r(ll).da= R (U) - R (ao)·
o

Se o vector fôr dado pela sua decomposição cartesiana,
r (Il) = 2: Xk (a). ik, é

k

o teorema da média não se verifica com a forma que tem
na Análise ordinária. Apliquemos, com efeito, o teorema da
média ao segundo membro de 71) i supondo as funções X'l (a)

,U

contínuas, tem-se J x, (Il). dll= (U - llO)· x, (Y/k) onde :fI'l
Uo

é um ponto do intervalo ([lo, U). Daqui resulta, somando em k,
.U

I r(a).da=(U-ao)·IXk('IIk)·iki o integral não se
• � k

exprime, portanto, em r tomado num ponto do intervalo, visto

que os 'Ilk dependem, em geral, das funções Xk. É, no entanto,
verdadeira a seguinte propriedade: seja � um valor do inter
valo (LlO' U) e P o ponto correspondente i supondo sempre
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que as funções Xk (u) são contínuas em todo o intervalo, e

portanto em u = �, façamos tender Uo e U para �; por virtude

da continuïdade, Xk ("f1k) tende para Xk (ç) e a igualdade acima

dá .. nos

72)

-u

.J r(u) .du
«; (�)lim =rc,·

U U-u
ua' --->1.; o

III. - Integrais curvilíneo, de superfície e de volume. As defi
nições dão-se como na Análise ordinária e as propriedades
são análogas, à parte os teoremas da média.

Dado o vector, função de ponte, r (p) = r (Xl' X2' X3)
e um arco C, finito, duma curva contínua e rectificável [6J
de equações x2=rp (XI)' x3=� (XI)' define-se integral cur

vilíneo ao longo de C pela igualdade

73) f/ (XI' x2' x3)· dXI = lim lJ r (Pi)' hi

[onde Pi (�i' Yii, q é o ponto correspondente ao valor, qual
quer, �i do intervalo hi=x}i)-XÇi-l) e 'f1i=rp(�i)'
�i = � (�i)] se êste limite existe e é o mesmo qualquer
que seja a maneira como se divide o arco C em arcos

parciais, qualquer que seja o ponto P i tomado em cada arco

parcial, e qualquer que seja a maneira como os hi tendem

para zero.

Estas condições são verificadas se r(xI,x2,X3) é função
contínua de P, pois, na hipótese acima feita sôbre a curva C,
o segundo membro de 73) transforrna-se num integral definido
de vector função contínua de XI'

Definem-se anàlogamente f/(P).dX2, fcr(P).dX3,
f/(P).dS=limJ.r(Pi)'Si (v. fig. 46).

Exemplo. Seja uma curva C e dois pontos A (uo) e B (il,)
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e calculemos J�t . ds. Como [6, 31)] t = �:' tem-se (1)

AB

jÎ�t.dS ��dr--AB AB JÇ
=[r (u)J

B

=r(uJ)-r(uo)=A
--* -> --*

=OB-OA=AB.
Quanto às propriedades,

verificam-se, entre outras, as

seguintes:
0.)-------

74)

=J' r(P).dxi +J' r(P).dxi;
CI C2

75) J' r(P).dxi = - j' r(P).dxi
-c . c

Fig.46

e propriedades idênticas para os integrais curvilíneos fc r(P).ds.

Os integrais de superfície e de volume definem-se sôbre o

mesmo modêlo e as propriedades são análogas. Os teoremas
da média não se verificam, mas generaliza-se, na hipótese da
continuidade, a igualdade 72) dêste parágrafo. É

Jj�r/(xI' x2' x3)·dS
76) lim

S =r(P)
s_,.o

ffJr(xl, x2, xJdV
77) lim' v

V
=s r'{P]

v_,.o

quando o espaço de integração (área ou volume) tende em

tôdas as direcções para o ponto P, conservando-o sempre no

seu interior.

(r) O vector função integranda coïncide aqui com o vector de
que a curva C é odógrafa, o que se não dá, evidentemente, em geral.



III. - APLICAÇÕES GEOMÉTRICAS

Nos parágrafos 5, 6 e 9 do presente capítulo foram já
tratadas algumas aplicações geométricas da Análise Vectorial;
vamos ainda, a título de exemplo e para mostrar a fecundi
dade dos métodos dêste ramo da Análise, resolver alguns pro

blemas, que agruparemos sob duas rúbricas gerais - proble
mas de métrica e problemas de curvatura.

Os problemas tratados serão em número restrito; o leitor

poderá, para mais amplo conhecimento da matéria, consultar

as obras indicadas na nota bibliográfica do fim do capítulo.

13. - Problemas de métrica. Superfícies. Foi visto já
no parágrafo 6 como se define a métrica sôbre uma curva

torsa - 6, 26} ds2 = dr I dr. Vamos, por isso, ocupar-nos,

apenas, da métrica sôbre as superfícies.

A}. Primeira forma quadrática fundamental. Seja uma super

fície, odógrafa do vector r (u, v) [u e v parâmetros de Gauss

(9)] função contínua e admitindo derivadas parciais finitas e

contínuas em tôda a região da superfície sôbre que se operar.
Consideremos a rêde de curvas coordenadas u = const.,
v = const., e seja

ôr ôr
8,45} "r i;: du -I- Õ;-' dv

o vector diferencial total que, como se sabe [9], existe no

plano tangente à superfície. Seja C uma curva da superfície,
definida por uma relação v = r. (u) entre os dois parâme
tros de Gauss, e suponhamos que C admite tangente, isto é,
que pode escrever-se dv = r.' (u) . du ; a cada curva C cor-

12



CÁLtULO VECTORIAL

responde um vector dr, tangente a C, existente sôbre o plano
tangente e individualizado pela relação dv = n' (u). du; o seu

vector finito tangente é
.

78)
dr

= J!_ + J!_ . n' (u) .

du ÕU õv

Define-se comprimento de arco elementar ds da curva C

sôbre a superfície pela igualdade

79) ds2=dr1dr=( �: ·du+ �: .dv)l( �: -du + �: .dV}
O critério adoptado para a definição da métrica sõbre a

superfície é, como se vê, exactamente o- mesmo que presidira
já à definição da métrica duma curva torsa qualquer [6, 26)J.

Desenvolvendo o segundo membro de 79), encontra-se

80) ds2= E. du2 + 2F. dudv + G. dv2
com

E= J!_ I J!_= (mad l!:_)2ÕU ÕU ÕU
81) 2

G =J!_ Il.!:_ = (mad J!_) .

Õv ÕV Õv

É ao segundo membro de 80) que se dá o nome de pri
meira forma quadrática fundamental da teoria das superfí
cies e dela depende tudo o que, sôbre uma superfície, diz res

peito a métrica.
O comprimento de arco da curva C [v = tc (u)] entre

dois pontos correspondentes aos valores Uo e uI do parâmetro,
tira-se imediatamente de 80); tem-se

dS2=[E+2F :: +G·(-*YldU2, donde

82) s�+f'" VE+2F �: +G(�:)' .da

Uo

devendo tomar-se o sinal + ou o sinal - conforme conven

ção análoga à feita. no parágrafo 6.

F= l.!:_ I J!_
ÕU Õv
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B}. Ângulo de duas curvas da superfície. Sejam as curvas C}
e C2 da superfície, definidas pelas relações v = sc {u} e

v = e {u} e sejam [78}] (�: ) 1

= �: + !: . n;' {u} e

( dr) = __!!_ + l!:_. '(u)
du 2 ôu õv e

os vectores tangentes respecti
vos {fig. 47}.

Chama-se ângulo das duas
curvas ao ângulo dos seus dois
vectores tangentes; seja êle úl,
tem-se ll, 14,100))

(�:) }I (�:) 2
COS[Jl =

mOd(dr) . mOd(dr)du l,du 2

donde resulta imediatamente.efectuando o produto interno do
numerador, atendendo aos valores 8l} dos coeficientes da forma
e notando que de 79} resulta mod dr = ds,
83} E + F[n' {a} + e' (a)] + G TC' {a}. e' {u}
COSúl

VE+2Fn'(a} + G [TC'{u}]2. v'E+2Fe' {a}+ G[e'(u}J2
Se as duas curvas pertencem à rêde das curvas coorde

nadas, esta expressão simplifica-se; com efeito, para a curva Cl'

u=r const., é (�:)1= �: e para a curva Cj, v=const.,

é ( dr ). = __!!_, logo cos úl = cos (__!!_, l!:_) e de
da 2 ôa ôa ôv

èr
I

õr õr õr ,1- ,I-F Õu �=modÕu' mod�.cosú;=vE.vG.cos(r)
resulta

Fig.47

84)
F

cos(,)=--·

'lEG
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F n,Daqui se concIue que se = O é úl =

2" e recrproca-

mente (1), logo a condição necessária e suficiente para que a

rêde de curvas coordenadas seja ortogonal [9] é que seja
F= O " na' primeira forma quadrática fundamental não existe,
então, termo rectangular. É o que acontece, por exemplo, na

superfície esférica em que, como se viu [9, exemplo] é .

õr
[

•

+
.

1Õ'j?
=r r sen q , -senr.p.11 COSr.p.12

õr
[

•

+
. .

]-õ-=r. cOS9.coSO.Jj senr.p.COS(j.12-sen(j.13(j ,

" ,.

t E
ër

I
êr o 9

e em que.por consequenciase em =19 Õp=r.sen�o,
F -� � I J_!__ = O G = _õ_!__ I ,J_!__ =,2 donde

.

Õ'j? Õe ' õe Õo '

85) ds2 = r2 • [sen2 (j. d r.p2 + d (j2].

C). Elemento de área. Chama-se elemento de área dS da
superfície à área, em valor absoluto, do paralelogramo infini
tésimo construído sôbre os dois vectores infinitésimos tangen
tes às duas curvas da rêde saídas dum ponto.

É portanto, [l, 12, 84)]

86) dS=mod[(dr)l/\ (dr)2]
representando por (dr)l e (dr)2 os vectores infinitésirnos tan-,
gentes, respectivamente, às curvas Cl' u =-= const., e C2,

. õr õr
v=const. " daqui resulta que (dr)l =-,,-·dv, (dr)2 = -,,-·du,

vv vU

donde dS = mod [J.!.. /\ _i>.!..]. dudv . Mas [l, 14, 103) ]
. õu õv

(I) Supõe-se que se trata de pontos em que existe plano tan

gente à superfície e em que, portanto, o denominador não é nulo
nem infinito.
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/ õr
I ôr)2 [ ( õr õr )J2(ôu � + mod õ;; 1\ -ô7

=

87) dS= VEG_p2 • dudv .

donde, por 81),

= (mad l.!:_)2 . (mad l.!:_)2ôu ôv'

p2 + (__!!_§_)2= E. G isto é
dudv

'

o elemento de área é, como se vê, um infinitésimo de
2.a ordem (considerando du e dv como de l ." ordem e equi
valentes). A definição foi dada de modo a eliminar do elemento
de área os infinitésimos de ordem superior.

Para a superfície esférica tem-se, visto que E= r2• sen2 e,
P=o, Gv=rê

,

8S) dS = r2 • sen e • d rp • d e •

14. - Problemas de curvatura. l).-Curvas torsas. Seja C
uma curva, torsa em geral, odógrafa do vector r (s), onde o

parâmetro s representa o arco, com as convenções estabele
cidas nos parágrafos 5 e 6. Suporemos que o vector r (s)
admite, para todo o ponto da curva, um derivado não nulo e

que, além disso, é derivável até à ordem exigida pelos cál
culos.

A). Triedro de SerreI. Consideremos, tomado num ponto M,

o vector [6,31)J t=
dr

que é, como se sabe, unitário.
ds

Resulta dêsse facto que tit = 1, donde, derivando em ordem

I
dt dt

a s, t -d =0, o que mostra que
-- é perpendicular

s ds

dt \
a t. Seja n o vector unitário de isto é, façamos

ds "

89)
dt .

--.=1.,"
ds



t

CALCULO VECTORIAL

Ao vector n dá-se o nome de normal principal à curva
no ponto M, e ao plano definido por ten o de plano oscula
dor à curva.

Consideremos ainda o vector

ao vector b, normal ao plano osculador, dá-se o nome de
binormal à curva no ponto M.

Ao triedro trirectangular definido pelos três vectores uni
tários t, n, b chama-se triedro de Serret da curva. Como se

vê, êsse triedro não é fixo, varia de ponto para ponto da
curva. Os três planos do triedro de Serret são (fig. 48): o

plano de ten - plano oscula
dor; o plano de t e b - plano
rectificante; o plano de neb
- plano normal.

Para que o sentido do triedro
de Serret fique determinado, é
necessário e suficiente fixar os

sentidos dos vectores ten; ora

t é, como se sabe [5 e 6] diri
gido no sentido em que o arco s

cresce; basta, por conseqüência,
determinar o sentido de n. Êsse sentido é tal que o ângulo

-+

de MM' = L\ r (s) com n é agudo. Para o verificar, desen-
volvamos L\ r (s) pela fórmula de Taylor; vem [7,38)]

L\ r (s) = L\ s' _E!_ + �
, L\ S2 ,I d2; + 6 (s)Jds 21 L ds

=L\s. t + ;,' Âs2• [ �! + 6(s)J
com l i m 6 (s) = O, e onde as derivadas são tomadas no

tJs-..O

ponto M. Multipliquemos escalarrnente ambos os membros por
dt

tem-se L\ r (s) I _!i__!_ =L , L\ S2 . _E!_ I [ dt
+ 6 {s)Jds

'

ds 21 ds ds

e como �! I [ �! + 6 (s)J > O para valores suficientemente

90)

c

n

Fig,48
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I
dt

pequenos de s, é � r (s) 11--; > O, o que mostra ser

()
-4-

, _!i!_ -_), nagudo o ângulo de � r s = MM com
ds

. . e

portanto com n, por ser À> O. Esta propriedade pode expri
mir-se dizendo que o vedar n está dirigido no sentido da

concavidade da curva no ponta M.

Notemos, de passagem, que a fórmula de Taylor, acima

1
escrita, � r (s) = � s . t +

2!
. � s2 . [).. n + Ô (s)] mostra

-4-

[1, 7, 44)] que MM' = � r (s) está no plano dos vectores
.

t e À. n + ô (s); quando � s tende para zero, isto é, quando
M' tende para M sôbre a curva, )" n + ô (s) tende para )" n

e êsse plano tende, portanto, para o plano osculador, logo o

plano osculador é a posição lim te do plano definido pelo
ponta M, um ponto M', vizinho de M sõbre a curva, e o

vector t.

B). Fórmulas de Frenet. Consistern essas fórmulas nas expres

sões das derivadas dos vectores t, n, b em relação ao arco s.

Comecemos pelo vectort; tem-se [89)] �! =)" n : veja

mos a significação do coeficiente ).. Para isso, tracemos, com

centro num ponto O arbitrário,
(fig. 49) uma esfera de raio uni

dade. Quando o ponto M se des
loca sôbre a curva, o vector equi
polente a t tirado por O descreve
sôbre a superfície dessa esfera uma

curva que se chama indicatriz das
tangentes; seja (J' o arco da indi

catriz, contado a partir dum ponto
A' que sefaz corresponder a A, ori

gem dos arcos sôbre C; toma-se

como sentido positivo do arco a aquele em que a cresce com s.

Ao deslocamento infinitésimo � s de M sôbre a curva cor-

c

Fig.49
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responde, na indicatriz, o deslocamento L\ a que mede o ângulo
L\ e das tangentes nos pontos M e M'; pela hipótese feita da

derivabilidade, t é função contínua de s e L\ a é, portanto, infi

nitésimo com L\ s.

Pela lei de derivação da função de função, tem-se

dt dt da dt dt
--=--. --

que mostra que e têm a
ds 'da ds ds da

mesma direcção e sentido visto que �: é um escalar positivo

t
dt

.
. ..

por ser a crescen e com s; ora -d- e um vector unitário,
a

'

dt L\ t
visto que

-- = I i m -_

e, pela métrica adoptad� nas
da ó.û-+O L\ a

mod L\ t
curvas torsas [6], é I im-I;

M-+O L\ a

dt
é portanto da

= n

e em virtude de 89) pode escrever-se

dt da
91) -=--. n �

ds ds

. da
/,=--.

ds

d'5

Vejamos a significação geométrica de ds' é

da L\7 M
--=1 i m --= li m

-_. A êste limite, que mede a

ds 6s-+0 L\ s :1s_"O L\iS

velocidade de variação na direcção da tangente à curva C,
chama-se curvatura de flexão, ou primeira curvatura, ou, sim

plesmente, curvatura da curva no ponto M e representa-se por

__!_, chamando a p raio de curvatura da curva 110 ponto M.
p

Tem-se, por conseqüência,

92)
,

À =
drJ =__!_ �

ds P

dt 1
--=-'n
ds p

•

Dá-se, ainda, o nome de centro de curvatura da curva no

ponto M à extremidade do vector p. n com origem nêsse ponto.
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Passemos agora ao vector b. De ser b unitário, resulta,

como para t, bi �� = O e como, por outro lado, é bi t=O,

tem-se bi
dt +tljb =0 d d ) ti

db
=0

ds ds
on e, por 92 ,

ds
'

db
logo ds

' perpendicular a b e t, está na direcção de n,

isto é,

93)
db

-ds =1-'" n

Para determinar [L, procedamos, em relação às binormais b,
exactamente como acima em relação às tangentes; construída
a indicatriz das binormais e chamando a' ao arco dessa indi-

. db db da' db
catriz tem-se --=--. --

e é, por uma razão
,

ds do' ds da'

análoga à de cima, um vector unitário, logo

94) �� =+n.

da' dr;'. t:J.r;'
.

t:J.9'
Quanto a tem-se --= il m --=il m -,

ds
' ds 65--*0 t:J.s 65->0 ss

chamando e' ao ângulo das duas binormais vizinhas. Êste
limite, que mede a velocidade de variação da direcção da
binormal ou, o que é o mesmo, a velocidade de variação da

direcção do plano osculador e, portanto, a maior ou menor

intensidade segundo a qual a curva difere duma curva plana,
chama-se segunda curvatura ou torsão da curva no ponto M,
e escreve-se

95) 't' raio de torsão.
da' I

ds 't'

A torsão pode ser positiva ou negativa; atendendo a 94)
.

db db da' db I
e 95) a derivada -- = --,

. -- escreve-se
-- = + - . n

, ds da ds ds T

e o sinal da torsão depende, por conseqüência, de serem ou

não do mesmo sentido os vectores jdb e n. Convencionando
s

.



96) db 1
--=--·n.

ds 't'
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tomar como positiva a torsão quando êsses dois vectores são
de sentidos contrários (o que equivale, como fàciImente se vê,
a tomar como sentido positivo de movimento das binormais
quando s cresce, o sentido directo), tem-se

Ocupemo-nos, finalmente, do vector n. De n = b 1\ t

[conseqüência de 90)] resulta _E'!!_ = _E'!!_ 1\ t + b 1\ dt.
ds ds ds

donde, por 92) e 96)

97)
dn 1 1
-=--·t+-·b.ds ? -r

É às fórmulas

dt 1
-·n

ds f
db 1
--=--·n
ds "';

_gE_ =- - _!_. t + _!_ . b
ds P "';

que se dá o nome de fórmulas 'de Frenet.
Se a curva C é plana, o plano osculador é o plano da

curva, a binormal é constantemente perpendicular a êsse plano
e 'portanto a torsão é identicamente nula i à primeira curva
tura chama-se então, simplesmente, curvatura da curva plana.I

92)

96)

97)

C). Cálculo das curvaturas. Da primeira fórmula de frenet
resulta imediatamente que

1 dt d2 r
-= mod--= mod-2-·p ds ds

Da segunda e primeira resulta
db 1 dt 1 d2 r
--=--.p·--=--.c.-_· por outro lado,� 't' � 't" �2'

98)
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db d d ( dt) d (dr d2 r)-ds
=

ds (tAn)=-ds tAP' ds
=

ds ds
AP' ds2

, \

d2 r d2 r dr ( d P d2 r d3 r)= P ds2 A ds2 +
ds

A -

ds
.

ds2 + p' ds3

d o dr d2 r dr d3 r
= -d� .

-ds A ds2 + p.
ds

A dsJ
.

Igualando os dois valores de
db

, multiplicando escalar
ds

d2 r . . . 1 d2 r

I
d2 r

mente por ds2
e simpliíicando, vem

-

�. ds2 ds2
=

dr d3 r

I
d2 r

=-d- A '-d3 -2- donde, por 98) e atendendo às proprie-
s s ds

dades do produto mixto [1,15]
1 9 dr

I
d2 r d3 r

99) �=f-
.

-ds ds2 A dsJ
.

Costuma, ainda, definir-se curvatura total duma curva torsa
como o número k tal que

1 dn
100) -=mod--'

k ds

A terceira 'fórmula de Frenet mostra imediatamente que,

por serem t e b perpendiculares entre si, é

101) _!_=_!_ + .L,
k2 f2 ,,2

Se o parâmetro não é o arco, isto é, se a curva C é des
crita vectorialmente por um vector r (u), calculam-se fàcil
mente, a partir de 98) e 99), as expressões das curvaturas.

Tem-se, pela lei de derivação da função de função,
dr

=
dr

,

ds
,

d2 � =
d2 � , ( ds )

2

+
dr

.

d2 s
,

du ds du du" ds" du ds du2

d3 r d3 r (dS )3 d2 r ds d2 s dr d3 s

du3
=

ds3' du
+ 3

ds2
'

du
.

du2 +
ds

.

da3
'

donde, depois de simplificações evidentes,
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.

3dr
1\

d2 r
= (dr 1\

d2 r) , ( dS) ,

du du2 ds ds2 du

dr
I

d2 r
1\

d3 r
=

dr
I

d2 r
1\

d3 r
, ( ds ) 6,

du du2 du3 ds ds2 ds3 du

O t
dr

't'
, (t dt)

To

tra, por ser =

ds
um ano e ang 'ds =:2 em-se

(dr d2 r) d2 rmod
'ds 1\ ds2 =mod

ds2 logo, de 98} resulta

1 1 (dr d2 r)102) P
�

(: y
'mod

du /I du'

e de 99) tira-se
1 <) 1 dr

I
d2r d3r103) ,�P",

(:;)" du dU'/\ dU"

D}, Expressões cartesianas. Seja r (s) = 2: xk (s). ik a decom-
k

posição cartesiana do vector que descreve a curva C, isto é,
sejam xk=xk(s}, k=1,2,3, as equações cartesianas da
curva. Tem-se imediatamente

dr dxk•
t=-=I-'I

ds kds k

dt· d2 x

I k.

n=p'-d =p,. -d2 'Iks k s

b=tl\n=p. il r, r,
x�(s} x�(s} x�(s}
x;(s} x;(s} x�(s}

104}

lOS}

106}

Os coeficientes do plano osculador, proporcionais às coor
denadas da binormal, são

}
f fi fI/I /I , /I fI/I"

107 A=X2.X3--x3.X2; B=x3.x/-xj.x3; C=x/.x2-X2.xI
(derivadas tomadas em relação as).
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Para as curvaturas, tem-s�: de 9S):

lOS) +=V�[x�(s)t
de 99):

109) _!_=f2. D=-�.D+-D= x; (s) x� (s) x� (s)
T I[Xk(S)] If{) "() "()

k Xl S X2 S X3 S

X�' (s) X�' (s) X;' (s)

Se o parâmetro do vector não é o arco s, resulta de 102) que
1

1 (A2 + B2 + C2)2
p-= (:�r

110)

onde A, B, C são dados por 107) mas com as derivadas toma

das em relação a a.

De 103) e 110) tira-se, para a torsão,
1 1 1

Ill) �=f2.
( dS)

6' D1= A2 + B2 + C2
. Dl

da

onde DI é o determinante D de 109) mas com as derivadas

tomadas em ordem a u,

15. - Problemas de curvatura. 11). - Superfícies. Seja
uma superfície S, odógrafa do vector r {u, v} que supomos

função contínua dos parâmetros de Gauss a e v e admitindo,
em relação a êles, derivadas parciais até à ordem exigida pelos
cálculos em cada ponto da superfície; supomos ainda que as

derivadas de l ." ordem são diferentes de zero.

A). - Normal. Plano tangente. No parágrafo 9 definiu-se

vector unitário normal à superfície pela igualdade
õr õr
-1\
õu ÕV

( õr õr)mod -1\
õa ÕV

9,50)
N

n=---
modN
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Dêste vector deduz-se fàcilmente outra expressão, onde
figuram os coeficientes da primeira forma quadrática funda-

11

Fig. 50

mental [13, 80) e 81)]. Com efeito, de 1, 14, 103) resulta

[mOd(_l!:_1\_l!:_)J2+ (_!J:_1_l!:_)2 = (mod_l!:_)2. (mOd�_)2�u �v ôu �v �u �v

que, em virtude de 13,81) se escreve

mOd( �: 1\ �:)=VEG-F2 logo

112)
1 �r õr

n=-='-I\- +- H=EG-P2.
liH �u �v

o plano tangente em M à superfície é, como se sabe, o

plano perpendicular à normal nêsse ponto i a sua equação
vectorial é, portanto,

113) �I �: 1\ �: =0.

B). - Segunda forma qùadrêtlce fundamental. No parágrafo
13 definiu-se a prímeira forma quadrática (em du e dv) da
teoria das superfícies e viu-se que dela dependem as suas pro

priedades métricas. Vamos' agora definir outra forma quadrá
tica em du e dv, com a qual estão ligadas as propriedades de
curvatura da superfície. Essa forma define-se como igual
ao produto escalar -dr I dn. Tem-se, por conseqüência,
- drldn=- (_l!:_. du + _l!:_. dV) I (�n . du + �n. dV) =Ôu ÔV �u ÔV
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= _ _l!_1 õn .dU2_(_l!_I�I!_+_l!_Ilt!)' .dUdv-_l!_1 õn
'dv2,

ÕU õu Õll ÕV ÕV Õll ÕV ÕV

isto é,
114) - dr I dn = D . du2 + 2 D' . dudv + D" . dv2

com

D=- _l!_ Il!!_ D'= -
j_ (_l!_ Il!!_ + _l!_ Il!!_)'õU ÕU' 2 Õll ÕV ÕV õu

'

D,,=-_l!_1 õn
.

ÕV ÕV

A êstes coeficientes pode dar-se outra forma i derivando

.
õr

I
õr

Ias relações evidentes õ; n = O, � n = O em relação

õ2 r

I
,õ2 r

I "õ2 r

Ia II e v, tem-se D =

du2 n, D =

ÕUÕV n, D =

õv2 n,

donde, substituindo n pelo seu valor 112),
1 õr I

ër õ2 r , 1 õr I
õr õ2 r

116) D=VH'Õ;;�I\ Õll2' D=VH'Õ;�l\õuõv'
D"=

1
.
_l!_ I_l!_ 1\

õ2 � •

VH õu õv õv·

115)

Vamos ver, por alguns exemplos, como aos problemas de

curvatura interessa, de facto, a forma 114).
C). - Curvatura normal duma curva sôbre a superfície. Seja C

Fig. 51

uma curva traçada sôbre a superfície S, to .vector unitário da

tangente a essa curva e nI o vector unitário da sua normal
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principal [14J, dirigido, como se sabe, segundo
dt
ds ' seja

ainda n o vector unitário da normal à superfície.

Os dois planos (t, n), normal à superfície, e (t, �!),
oscuIador à curva C, são, em geral, diferentes i se represen

tarmos por r; o ângulo de �! com n, o ângulo dos dois pla

nos' é r; ou sc - o conforme n fôr dirigido ou não para o

I ff
.

dt
mesmo ado da super tere que -ds

.

dt
Pôsto isto, consideremos o produto escalar -;;; I�, que

representaremos por N. É [14, 92)J N=!_' n11n =!_. cos (j";
p e

.
dt

I I
dn

e como, por serem ten ortogonais, setem d-; n + t -ds =0,

vem N=!_.cosr;=-tl!:!n =-

dr I!:!_!!_=- drldn
p ds ds ds ds2

ou seja por 114) e 13,80)
1 Ddu2+ 2D'dadv+D"dv2

117) N=p' coso=:
E da2 + 2 Fdadv + G dv2'

Desta igualdade tira-se a seguinte conclusão importante
-- o segundo membro depende, além das derivadas parciais
de r e n em ordem a a e v, que nada têm que ver com a

,

dv A
•

curva C, apenas do quociente da
. Ele não se altera, por-

tanto, quando a curva C varia, conservando a mesma tangente,
e daqui resultam as duas conseqüências seguintes: a) tudo se

mantém em 117) quando se substitue a curva C pela secção
plana obtida na superfície cortando-a com o plano osculador

a C i com efeito, tanto o segundo membro de 117) como '7

conservam o mesmo valor i b) se fôr Cl outra curva, sôbre a

superfície, com a mesma tangente que C e plano osculador
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diferente, chamando uI ao ângulo da sua normal principal com

n e rI ao seu raio de curvatura, tem-se

1
. cos '7 • cos 171 •

2 fI
Em particular, se para a secção plana C é 'J = O, isto é,

se o plano da secção coïncide com o plano (t, n), (C diz-se,
então, uma secção norma! à superfície), tem-se, chamando R
ao seu raio de curvatura

IIS}
1

1I9} 1
N- .

R
Isto é, quando C é uma secção normal, N é a sua curvatura
(flexão) i por isso a N se dá, em geral, o nome de curvatura
normal duma curva C da superfície.

De I17} e 1I9} resulta que

I I
N----· cosa

R p
120} p -R.cosa

igualdade que mostra que o centro de curvatura da curva C
se obtém projectando sôbre o seu plano osculador o centro
de curvatura da secção normal que tem a mesma tangente
(teorema de Meusnier).

Em resumo: a} a curvatura normal e a curvatura de
flexão, num ponto, duma curva qualquer sôbre a super
fície, são iguais à da secção plana que se obtém cortando,
nesse ponto, a superfície com o plano osculador à curva i
b} o estudo da curvatura duma secção plana reduz-se, por
120}, à da secção normal que tem a mesma tangente.

I
Como é sempre p> O, a expressão N= . cos Œ

p
mostra ainda que a curvatura normal é positiva ou negativa
conforme a normal principal à curva e a normal à superfície
formarem um ângulo agudo ou obtuso, isto é, conforme a

normal n estiver orientada no sentido da concavidade ou no
da convexidade da superfície.

D}. Curvatura geodésica. Seja a curva C nas condições
anteriores; chama-se curvatura geodésica de C ao produto

13

193
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dt
Iescalar 0=

ds tI' chamando t, ao vector unitário per-

pendicular à tangente t e existente sõbre o plano tangente à

superfície i é claro que (fig. 51) tI é perpendicular ao plano

(t, n) e o ângulo de �! com tI é Œ - � ou ; + '7

conforme n estiver orientada no sentido da convexidade ou

no da concavidade da superfície i é, portanto

12 I)
I I

0--· n It - -+ <sen c

p
I I

P

e O é, afinal, a curvatura da projecção de C sôbre o plano
tangente à superfície.

E). Linhas geodésicas. Dá-se êste nome a tôda a curva

traçada sõbre a superfície cujo plano osculador em cada ponto
coïncide com o plano (t, n), isto é, tal que quando o ponto M

descreve a curva o plano osculador se mantém normal à

superfície. Para uma geodésica tem-se, por ser Œ -=0 ou Œ='it,

122)
I

N=+-'
-

o
'

I

0--=-0,

a sua curvatura geodésica é ·portanto nula e a sua curvatura

normal é, à parte o sinal, igual à sua curvatura de flexão.

f). Linhas assintóticas. Dá-se êste nome às curvas da super

fície que têm em cada ponto curvatura normal nula. É, por
'it

(conseqüência, lI17)] Œ...J_
2"' a menos que se trate de rectas]

isto é, as linhas assintóticas são aquelas cujo plano osculador

coïncide com o plano tangente à superfície. De 117) resulta

ainda que a equação diferencial das linhas' assintõticas é

123) D.du2 + 2D'.dudv + D".dv2=0.

Uma discussão elementar mostra que os pontos da super

fície se podem classíficar, em relação à existência de assinto-

.) D'9 D D" -

ticas, em: a ponto em 'que
� -

. > O - a equaçao
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dv
123) tem duas raíses reais em -, logo há duas assintó-

du

ticas reais e o ponto diz-se hiperbólico j b) ponto em que
D'2 - D.D" = O - as duas assint6ticas são coïncidentes e o

ponto diz-se parabólico j c) ponto em que D'2 - D. D" < O

as assintóticas são imaginárias e o ponto diz-se elíptico.

O). Curvaturas principais. Voltemos à expressão da curva

Ddu2 + 2 D'dudv + D" dv2
tura normal N- - fazendo-

Edu2 + 2 Fdudv + Ortv2
dv ,

-=- I., tem-se
du

N. (E + 2F) + 0)2) - (D + 2 D' ). + D" )2) = O ,

equação do 2.° grau em i. que se escreve

124) (NO - DIf»),2 + 2.(FN-D'))+NE-D-=O
e que mostra que por cada ponto da superfície passam. em

geral, duas curvas (dais valores de J. -= �:) corresponden

temente a cada valor de N. A condição necessária e sufi
ciente para que essas duas curvas sejam reais e coïncidentes

é que (FN-D')2--(NO-D").(NE-D)=O. Esta equa

ção é, como se vê, .do 2.0 grau em N

125) (EO-F2).�+(2FD'--DO-ED").N+DD"-D'2-=--O
e às suas duas raízes, NI e N2, dá-se o nome de curvaturas

principais da superfície no ponto considerado. Demonstrá-se

que as curvaturas principais constituem os valores extremos

(máximo e mínimo) di curvatura normal e nesta propriedade
reside a sua particular importância.

H). Curvatura duma superfície. A curvatura duma curva

plana mede-se pela variação de direcção da sua normal; as

duas curvaturas duma curva torsa medem-se pela variação de

direcção da sua normal principal (flexão) e da sua binormal

(torsão), No caso duma superfície, o problema é mais com

plicado - a forma da superfície na vizinhança dum ponto
depende do comportamento da infinidade de curvas da super-
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fície que passam por êsse ponto e é, evidentemente, impossível
dar uma definição de curvatura (que convém que seja simples)
que abranja todos êsses elementos. Mas algumas considerações
anteriores [C)] permitem guiar-nos na escôlha duma função
que possa caracterizar a curvatura duma superfície num ponto.

Em primeiro lagar, podem considerar-se apenas as secções
planas : destas, as não normais podem excluir-se, visto que o

estudo do seu comportamento se reduz imediatamente ao das
secções normais [120)1; por outro lado, das secções normais
há ainda, como privilegiadas, as principais, correspondendo
a valores extremos da curvatura normal; o problema reduz-se,
portanto, à escôlha duma função conveniente das curvaturas

principais NI e N2.
Há várias definições de curvatura; citaremos duas, sem

entrar em mais detalhes sôbre o assunto:

a) curvatu ra total (Gauss)

126)

b) curvatura média (Sophie Germain]
I \ I 2FD'-DG--ED"

127) Kj=-2--(N, + N21 _-

2 '--EG-F2

rr

1 I



Õ Õ Õ -

x X,-" IxiI.x/- Ixu.-,,-XI
vXk VXk I I VXk

ÕXI ÕXr õXII xil·I -
. -=- I xu·I 7.kr·--=

I r õXr õXk r õXr
= I 7.i/'7.kr·" / r'

Ir

Quanto à transformação inversa, tem-se, anàlogamente,

IV. - DERIVAÇÃO TENSORIAL E DERIVAÇÃO DIRIGIDA

16. - Derivação tensorial dum vector. Seja o campo
vectorial [1] r(P}==r(xJ,x2,xJ) IXk(xI,x2,xJ;.ik onde

Il

(xI' x2' xJ) é um sistema de coordenadas cartesianas rectan

gulares. Construamos o sistema l2,7J de 2.(\ ordem, de com

ponentes

128}

e vejamos como elas se comportam quando se efectua uma

transformação ortogonal de coordenadas [2, l, 6} I =r: '5,O:jll';k'
Il

Chamando componente bans/armada no novo sistema

, _

- ÕX,
(xJ,x2,xJ) a expressao ti/k=--, tem-se, utilizando a

ÕXk
regra de derivação da função composta 1101 e atendendo a

11, 63 a},
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Ô - Ô
- Xi=--=- I :7.u-X/-

ôXk ôXk I

õXI ôXr
I7./i.I-·-= -

I r ôXr ÔXk
I 7./i·7.rk,tl / r'
Ir

estes dois resultados mostram, por 2, 7, 40) e 41), que
as componentes ti r k se comportam como as de um tensor de
2.a ordem.

Definição. - Ao tensor ti I k' definido por 128), chama-se

tensor derivado do vector r (p) = 1: Xk (Xl' X2' X3)' ik
k

e à operação pela qual êle se obtém chama-se deri

vação tensorial do vector r (p).
Esta operação generaliza-se, como fàcilmente se vê, a um

tensor de ordem qualquer cujas componentes sejam funções
das coordenadas cartesianas (XI' x2, x3); obtém-se, como é

óbvio, um novo tensor, cuja ordem é superior numa unidade
à do anterior.

A operação de derivação tensorial está, como veremos no

capítulo seguinte, na base da teoria matemática dos campos.

17. - Derivação dirigida. O conceito de derivada diri
gida ou derivada segundo uma direcção é uma generalização
do conceito de derivada parcial. Seja, no espaço a três dimen
sões, referido a um sistema de coordenadas cartesianas rectan

gulares, o escalar m (p) : � o que significa
ÔIIl

. m(x/+ó'x"Xg,x3)-m(xl,Xg,x3) .:.
- il m

-- -----? significá
ôXi {JX1-->O

� XI

que esta derivada é o limite da razão incremental quando do
ponto PO(xI,X2,X3) se passa ao ponto P/(XI+�XI,Xg,x3)'
isto é, quando se deu ao ponto um deslocamento infinitésimo

ôm õm
sõbre uma paralela ao eixo Cix], Do mesmo modo, ,

õXg õX3
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são obtidas dando ao ponto, argumento de m (p), desloca

mentos infinitésimos sôbre paralelas respectivamente aos eixos

OX2 e üXa. Pois bem, no conceito geral de derivada dirigida,

a direcção saindo de P o' e sôbre a qual se efectua o deslo

camento, é qualquer; as derivadas parciais aparecem assim

como derivadas dirigidas particulares - as derivadas segundo
as direcções dos eixos.

O que está dito para
um escalar aplica-se ipsis
verbis a um vector r (P).
Calculemos as derivadas. .x,

A). Derivada de um esca-

lar. Seja o escalar m (p) e

um ponto PO(X/'X2,Xa)do
espaço. Seja s -= � ak. ik

k

um vector livre, e seja
---+

�P PI-PO um deslo

carnento infinitésimo na di

recção de s (fig. 52); cha

ma-se derivada dirigida do

'Om
senta-se por 'Os' ao escalar definido pela igualdade

m(P/)-m(Po)
l i m-.::=;:-----

-l-

ÓP_"O mods?

se existir o limite do segundo membro quando p/ tende para

Po de qualquer maneira, mas sôbre a linha de acção de s.
---+ ---+

fazendo lIlod�P-?, tem-se �P p/-po =X/.i/-+-
+ X 2 • i2 + Xa • jJ =? cos 0'./. il-+- ? • cos 0'.2 • i2 + r . cos O'.

a . ia

sendo cos 0'./, cos 0'.2, cos O'.
a os cosenos directores do suporte

129)
'Om

(Is

199

P'(Xi)
O

X.

X.

Fig. 52

escalar m segundo s, e repre-

de s, isto é, as componentes do vector unitário
s

mods'
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é, portanto, fazendo m (P1) -

m (Po) - Li m,
!J m=m(Xt + PCOS7'J' X2+pCOS72, X3 + s cos (3) m(xt, X2' x3).

Suponhamos que a função m (p) é tal que se lhe pode
aplicar a fórmula de Taylor; vem

A {lm {lm {lm 2l..Jtn'- pcosO:1° +PCOS79o- +?cosO:J' +e of{lx! w {lx2 {lx3
onde f é finito. Resulta daqui que, pela definição [129)J é
{lm .!J m {lm {lm {lm
-X-- l i rn _-

-cosat· + cosa2·- + cosa3o-- o

vs'
p -> o P {lx! {lx2 {lxJ '

tem-se, por conseqüência, para valor da derivada dirigida,
{lm {lm130) -

- lJ cos o:� o - o

ès k
l {lxk

Se n é o vector unitário da normal a uma superfície de
nível [11 do campo escalar m (p) passando pelo ponto P, é,
então, all -(xk, n) e a derivada segundo a normal tem
por valor

{lm {lm
{ln =lJcOs(x'l,n)· Xx

o

k v k

B). Derivada dum vector. Seja o vector r (p). Define-se do
mesmo modo derivada segundo a direcção de s pela igualdade

èr
o r(Pt)-r(po)l i m - ----

p/-+Po mod(P,- Pol

131 )

132)
{ls

se êste limite existe quando Pt tende para P o de qualquer
maneira, mas sôbre a linha de acção de s. O raciocínio ante
rior é aplicável e, se o vector r (r) admite desenvolvimento
em fórmula de Taylor, tem-se

o

133) ër
_ "'\"I õr
-.� cos all o

ës Il {lxk
Definem-se derivadas dirigidas de ordem superior.
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Exercícios

I. - Dados os vectores constantes a e b, a constante escalar 11

eovector u=cos(n.t).a+sC1/(11.t).b,
d�u

a) calcular
d/ + ll�U ;

b) verificar que
du

u(\ - =n.a(\b.
dl

2. - Deduzir, das expressões gerais das curvaturas das curvas

torsas, as curvaturas das curvas planas,

3. - Calcular as curvaturas da hélice circular recta.

4. - Dada uma curva (C) do espaço, w = w (It), e urn vector

constante a, escrever a equação da superfície cilíndrica de direc

triz (C) e geratrizes paralelas a a e fazer, sõbre essa superfície,
as determínações seguintes:

a) as duas formas quadráticas fuudarnentais ;

b) rede u = const., v = const.; ortogonalidade; ângulos de cur-

vas sõbre a superfície;
c) elemento de área;
d) curvatura normal de curvas sóbre a superficie;
e) curvaturas total e média da superfície.

5. - Fazer ° estudo indicado no exercício anterior no caso em
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que a directriz é a circunferência do plano Ox)' de centro na ori
gem e raio r e O vector a é o vector unitário do eixo Oz.

Sobre essa superfície, determinar as curvas que cortam as

geratrizes sob um ângulo constante.

6. - Calcular os produtos escalares e vectoriais das derivadas
em ordem a s dos vectores unitários do triedro de Serret.

Verificar que, quando a flexão e a torsão duma curva são
dn db.

.constantes, o vector h = II -- é constante e deduzir da!
ds ds

que a curva é uma hélice circular. (Dernonstrar-se há que os eixos
elo triedro de Serret formam ângulos constantes com o vector
constante h; o facto de a hélice ser circular deduzir-se há em
seguida da constância da flexão).

7. - Provar que toda a curva cujos raios de torsão e curva
lura estão numa razão constante é uma hélice .

.,-

(Sendo - =
è

, estudar o vector h = t + k. b e as suas
p

relações direccionais com os eixos do triedro de Serret).
8. - Fazer um estudo análogo ao do exercicio n.? 4 sobre a

superficie cónica cuja directriz é uma curva qualquer (C) e cujovértice é um ponto qualquer fora de (C).
Caso particular - superficie cónica circular recta.

9. - Sejam: O a origem, P o ponto de coordenadas (xk),r=P-O, r= modr, t o vector unitário da direcção s.
Verificar que

Ôr 1a) -. t I r
ès r

ôrb)
ôs

t.



CAPÍTULO IV

TEORIA DOS CAMPOS

I. - OPERADORES DIFERENCIAIS

1. - Definições. A operação de derivação tensorial, defi
nida no parágrafo 16 do capítulo 3, permite definir três

operadores diferenciais da maior importância na teoria mate
mática dos campos.

1.0 - Gradiante. Seja o campo escalar U (xI' x2' x3) onde U

é um escalar admitindo derivadas parciais e invariante com

os sistemas cartesianos rectangulares, isto é, tal que

U(xl, x2' X3)-U(�' ;2' ;3)(1). Um tal escalar é [2, 7, con

seqüência 2.al um tensor de ordem zero. A sua derivada

tensorial é, portanto, um vector de coordenadas _�U, �U •

.

vX1 vX2
õU

. A êsse vector chama-se gradiante do escalar U, e

õXJ

1)

escreve-se

(r) A invariância do escalar função do campo em relação aos

sistemas de coordenadas é o caso corrente da Física; evidente
mente, a distribuïção de tem peraturas dum campo, por exemplo,
é independente do sistema de coordenadas a que essa região do
espaço esteja porventura referida.
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2.°_ Divergência. Seja o campo vectorial r(p) 2:Xk.ik,
kadmitindo derivadas parciais; construamos o seu tensor deri

ÎJX.
vado ti / k

=Xl e contraiamos êsse tensor; obtém-se [2, 11]vXk

"
_

ÎJXko escalar 2. tk / k
- 2: x que se chama divergência do

k k vXk
vector r (p) e escreve-se

2') ÎJXkáivr=lJ-·
k ÎJxk

3.0-Rotacional. Seja ainda o campo vectorial r(p) -

�Xk. iIi
Il

e componhamos o seu derivado tensorial com o tensor E[2, 8] saturando dois pares de índices. Obtém-se, é claro,um vector, que se diz rotação ou rotacional ou turbilhão de r
e que se representa por rot r ou (notação usada sobretudo
pelos autores inglêses e americanos) curl r ti).

Determinemos a decomposição cartesiana de rot r. Por
, ÎJXi

2. -).-. eijk
lk vXk

I

fazendo j= /,2,3 e at ndendo aos valores das com-
ponentesdeE, e'2f1-=e231=e3!2. -=+1, e,4.2 eg1J-e32/=--/'obtém-se

n

( ) A palavra curl signiEica ami.
(2) Omitindo já, por serem nulos, todos os termos em que nfiguram dois indices iguais em ei/k• [£�
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3) rotr

que pode escrever-se simbolicamente

4) rot t - 'il i2 r,
ô ô Ô

I--

I ôXI ôX2

Ô
com a condição de se interpretar o produto -. X como

ôXi k

ôXk
sendo a derivada parcial x

vx,

Do que foi dito em 2, 11 sôbre as cornposrçoes em que
entra o tensor E, resulta que o operador rotacional é axial.

Como se vê, os três operadores que acabam de ser defi
nidos actuando sôbre campos deduzem dêles outros campos;
mais precisamente:

Operador gradiante-deduz dum campo escalar um campo
.

vectorial;
Operador divergência - deduz dum campo vectorial um

campo escalar;
Operador rotocional- deduz dum campo vectorial um

campo vectorial.

2. - Primeiras propriedades.
A). Expressões nil derlveção ordinêrie, Os três operadores

diferenciais foram definidos a partir da operação de derivação
tensorial; relacionam-se, porém, fàcilmente com a derivação
ordinária.

Gradiante. - A igualdade 1, 1) exprime que as coorde

nadas de grad U são as derivadas ordlnârias (parciais) do

escalar U (p).



B), Line aride de. As igualdades 5) e 6) juntas
mostram imediatamente que

\ grad(U/+ U2) grad u, + gradU2

} div(r/+r2) divr/+divr2
( rot(rJ + r2) =r rot

ï

, + rot r2

com 1, J)
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Divergência, - Seja o vector r (p) 2: Xk, ik i tem-se
k

õr ex,--�-,i·
ÔXk -; ôXk J

de 1, 2), é

5)

logo. em virtude

d' �.!
ôr

zvr=> .. Ik -X-'
k vXk

Rotacional, - É, anàlogarnente,
•

,ôr ôX2• ôXJ• •
õr ôXJ•

1/1\-,,--- ,,-'IJ--,,-'12, 121\-,,---,,-'lf
vXf =, vXI vX2 vX2

•
õr ôX/• ôX2•

I 1\ - --'19 _. - 'I donde, somando,J ôXJ ôXJ � ôXJ I'

6) �. õr
rot r -

"'" III 1\ ô
'

" x"

7)

e que, sendo p um escalar constante é

�(U) ô(p, U). ,
ÔU.

dgraa p, =�-,,-'lk=?"P'-,,-'lk'-'"p.gra U,
k vXk k vXk

.u () .!ô(p,r)--,- i I õr ,

tV p.r =-�Ik -,,--� k e'" =w.tüv r
k VXk k vXIt

e anàlogamente rot(e, r) = p, rot r .

Estas três igualdades

grad(p. U)=p .gradU
8) div (p • r) = p, div r

rot (p. r) = p, rot r

p =const.
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juntamente com 7) mostram [1,18,130)] que para ç=r const.,
os três operadores diferenciais que estamos estudando são

operadores lineares. As igualdades 8) não subsistem se p fôr

um escalar função de ponto i introduzem-se outros termos que

contêm as derivadas de p [3,23); 4,26} i 5,30)1- a lineari

dade desaparece portanto quando o multiplicador p fôr fun
ção de P. Do gradiante pode porém dizer-se, sem restrição,
que é um operador linear visto que, quando p é função de

ponto, o produto p. U é, não o produto do campo por um

número, mas sim o produto de dois campos.

C) Invariância. Os três operadores diferenciais são inva

riantes com uma transforrnação ortogonal dos eixos.

Seja, CO!!! efeito, a transformação ortogonal [2, l, 6) 1

Xj= l.17ïk. Xk' ik =-' 1.I7.k,. i, i para o escalar invariante U
k ,

tem-se U (xk) = U �:;k)' logo é

eu
. -=- (

õÜ õ-;r )gradU= l.--·lk=1.(5:l7.k,.I,). 5:-----=-.-
k õXk k l r ÔXr ÕXk

=1.l7.k,. �� ·l7.kr.i, 13,l1,63a)]
klr ÕXr

�
õU -=-

, _ -c
õU -:-

-�-----=-. 1,.rJ'r -",,--=-. Ir
'r ÔXr r õXr

O que prova a invariância de grad U.
.

A demonstração é análoga para os outros dois operado
res i façamos, por exemplo, a verificação para o rotacional,
não havendo mais que trocar o sinal do produto externo em

interno para ter a divergência.

rot r -2: i'l 1\ �!._-=.1. (.1l7.k,·T,) 1\ (1. (7.kS·�.! ) ia, 11, 64a)]
k ÕX'l k'

.

s õXs

( ) (-=- õr ) ,-=- õr
1. 1.7.kl.aks· 1,1\--- -=2:')ls.I,I\--�
Is k õXs Is õXs

- õr
-= 1. is 1\ -...;- .

S õxs
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Adiante [9] se verá que a invariância dêstes operadores
diz respeito, não apenas a sistemas ortogonais, mas a quais-
quer sistemas de coordenadas.

.

D). O vector simbólico ï [nabla], Os três operadores
diferenciais podem exprimir-se muito simplesmente num ope
rador simbólico, introduzido por Hamilton, o vector simbó
lico V, que se lê nabla, definido pela igualdade

) õ.+õ.+õ.9 f x 'I x '2 Ox 'a·
vX, vX2 vXa

Por convenção, êste operador simbólico, de carácter vec
torial, pode ser aplicado a um escalar ou a um vector e está
sujeito às regras ordinárias da álgebra vectorial, estudadas no

capítulo 1.

Assim, dado um escalar U(p), o produto fU, que se lê
nabla U ou del U, interpréta-se conforme a igualdade

(õ.+õ.+õ.)VU= � 'I "-'2 x 'a· U
vX, vX2 vXa

õU
. " .J_ �� • " -t-

eu
. " I·StO é,

õx, ,I ÕX2 2 ÕXa
a,

10) VU gradU.
Anàlogamente, tem-se

)
õr •

+
õr .

+
ër •

11 vr=-"-·',,, ·'2 -,,-·'a
vX, vX2 vXa

entidade que não é, manifestamente, nem um vector nem um

escalar.
O jôgo das regras da álgebra vectorial permite exprimir

div r e rot r; efectivamente

I - v _õ •

I "'X
•

° "
õ

X I
.

bõli tV r-�" 'k .... k"ko _" k ogo, strn o icarnen e

k vXk k k vXk

12) r I r - div r.

Anàlogamente se encontra

13) VAr rotr

que coïncide com a igualdade simbólica 1,4).
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As fórmulas 10) 12) e 13) permitem o estabelecimento

rápido de certas relações entre os operadores diferenciais; o

seu uso requere, porém, uma atenção cuidadosa na considera

ção daqueles termos sõbre os quais incide o símbolo V.
As derivadas dirigidas exprimem-se também fàcilmente no

operador V. Efectivamente, chamando t ao vector unitário de

coordenadas cosO'.k' k=1,2,3, a igualdade 3,17,130) que

dá a derivada do escalar U segundo a linha de acção de s, de

vector unitário tt escreve-se

14)
(IU
õs-=tlgradU=tlvu.

Se essa linha de acção é normal à superfície de nível que'passa
pelo ponto considerado, tem-se, chamando n ao vector unitá
rio da normal a essa superfície, n = 1: cos (xk, n). ik donde

k

(Iu
15) �=nlgradU=nlvu.,

,

Do mesmo modo, a derivada dirigida dum vector pode
escrever-se [3,17,133)]

(Ir
16) 1S=tlvr.
Se S é o vector de que t é o vector unitário, tem-se, fazendo

s=s mod s,

16 a)
(Ir

s 1S=slvr.
Passamos agora a estudar mais minuciosamente cada um

dos operadores.

3. - O operador gradiante.
A). Interpretação geométrica. 'Seja o campo escalar contínuo

U (p) i consideremos (fig. 53) dois p-ontos vizinhos P e PJ do

campo e as superfícies de nível [3, 1 J que passam pelos pon

tos P e PJ'
......-+ -,

façamos Pl -:- P, dP, e sejam U.e U + dU os valores da

14
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função do campo nas superfícies de nível vizinhas; tem-se, no
-)o-

sistema cartesiano rectangular Ox}' x2' x3' dP = 2: dxk• ill e

õU k

dU= 2: - 'dxll donde lI, 1) e 1,13, 94)J
k õXll

17)
relação que é válida
qualquer que seja
a direcção do des
locamento infinité
simo determinado

---+

pelo vector dP. A
significação desta
igualdade comple-
ta-se com a seguinte Fig, E5

propriedade - se

existe um vector U tal que, para qualquer deslocamento
---+ ---+

infinitësimo dP do campo, se tenha dU = u I dP, é neces

sãriamente U = grad U. Com efeito, da igualdade
---+ ---+ ---+

grad ui dP = u I dP, verificada para dP qualquer, resulta
[1,13,6.a] U=gradU.

---+

Suponhamos que o ponto vizinho de P, P2
= P + dP

está sôbre a própria superfície de nível que passa por P e,
sôbre ela, numa direcção qualquer; a relação 17) mantém-se
e como é, neste caso, dU = O, tem-se que o vector gradU (P)
é normal à superfície de nível que passa pelo ponta P.

Determinemos o sentido de grad U; para isso, voltemos a

considerar o ponto PI sõbre a superfície de nível correspon-
dente a U + dU e suponhamos dU> O; a igualdade 17)

---+

dá então gradU I dP > a que mostra que o ângulo dos
---+

vectores gradU e dP é agudo, isto é, que o vector gradU
está dirigido no sentido em que o valor da função do campo
aumenta.

Estas propriedades permitem precisar o que no parágrafo

-)o-

dU = gradU I dP
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anterior se disse quanto às relações de grad U com a derivada

dirigida do escalar U. Seja a superfície de nível que passa

por P e n o vector unitário normal a essa superfície. Como

gradU tem a direcção de n, a igualdade 12, 15)] �� gradUi n

mostra que

eu
. j- ÕU 2 Õu 2 ÕU

\ 2

-r;;=+modgradU=+y (ÕX1) +(ÕX2) +(ÕX3)
(devendo tomar-se o sinal + ou o sinal - conforme n e

gradU tiverem o mesmo sentido ou o contrário) e ainda que

IS)
ôU
Tn' n=gradU.

B). Potencial. Seja o campo vectorial r (p). Se existe uma

função U (p) contínua, uniforme e derivável tal que, para todo

o ponto P do campo se tenha

19) r-- gradU

diz-se que o campo r (p) deriva do potencial U (p) ou que o

campo r (p) tem potencial. À função U (p) dá-se então o

nome de potencial-escalar do campo.

C). Propriedades do gradiante. Além das propriedades já
assinaladas no parágrafo 2, convém mencionar mais as se

guintes:

1.<1 - Se U (p) = const. é grad U = o. Resulta imedia

tamente da definição Il, 1)].
2.a - Se UI' U2, '" Un são escalares funções do ponto

p (Xl' X2, x3), admitindo derivadas parciais, e se f(U" U2'
... Un)

é uma função escalar admitindo derivadas parciais continuas

em relação a U1"
.. Un' tem-se

) ) �-, ôf
20 gradf(U1,,,,Un- k'ôUk·gradU/t.



'ôf. ('ôf 'ôUk)Com efeito, gradf= I __,.....r.. 1,= I I --. � . i, =
, ÕX, 1 k euk 'ôx,

'ôf,( 'ôUk• (1)

=I-- I-'I, .

k 'ôUk ,ÕX,
Casos particulares. a). Se f,U1,·· ·Un)=U1 + ... + Un'

o \ tem-se.J.t = I donde
õUk '

'I
grad lJuk= lJ gradUk•

k k

'I
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'I

(1)-). Se f(U1,··· Un)=l;P,.U,. sendo PI escalares cons
I'

:£I!=P" dondetantes, é
,

22) Q grad lJ Pi'U,== lJ Pi·gradUi
, ,

c). Se

õf =U
'ôp

,

23)

f=p.U, õf
com p função de ponto, é

õU =?,

logo

grad(p.U)=p.gradU + U.gradp
igualdade-quë completa a primeira de 2,8).

3.ft-É

,24� grad(r I s) =;= r 1\ rots +s 1\ rot t + ri vs + s I V r ,

Com efeito, grad(r I s)=��(r I s).ik= I ik.(' "õ� I s) +
k VXk It vXk '

+ I ik.(r Ij__�).k õXk �
l

(r) A demonstração vale, evidentemente, nas condições,-hl nos restritivas que a contínuïdade das derivadas parciais, sob
as quais é válida a regra de derivação da função composta (ver
qualquer tratado de Análise).
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Ora, r!\(iR!\��x:)=(rl :�)-ik�(rlik): õ�� donde

(r I f�) . ik = r !\ (ik!\ ���) + ak • ��� e aaàlogamente

(si ��:J' ik=s!\ (ikÂ ::J + bk· ::k'
Fazendo os somatórios em k e adicionando, vem [2, 6)]

) �s õr
grad {r Is} = r !\ rot s + s !\ rot r + 2: ak •

�- + 2: bk •

-,,-
k vXk k vXk

donde, por 2, Il} se deduz 24}.
Esta igualdade pode escrever-se doutra maneira que põe

em evidência as derivadas dirigidas dos vectores r es; com

efeito, de 2, 16 a} resulta, fazendo mod r= r, IJ mod s = s,

ÕS �r
24 a} grad{rl s}=r Nrots +s/'(rotr + r.-�+s.�.
4.� - Gradiante da distância. Seja O a origem dos eixos e

p (xk) um ponto variável; consíderemos o vector

r=P-O=2:xk.ik e façamos r=modr. É
k �r

25}
P-O

gradr=--
r

igualdade que exprime que o gradiante da distância- dum

ponta variável P à origem é igual ao vector unitário do

vector P-O=r.
Efectivamente, da igualdade r2 =::= 2: � ira-se, diíeren-

ciando, r.dr-=S xk.dxk donde dr=2: X:'dXk=(2:�' ik) Idr
k k r k r

xk 1 �

logo, por 17} é gradr= 2: -. ik=-· r.
k r r

A igualdade 25} vale ainda, come imediatamente se veri
fica, quando O é, não a origem, mas um ponto fixo qualquer
de coordenadas ((Xk)' constantes.
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4. - O operador divergência.
A). Vector e cernpo solenoidais. Seja o campo vectorial, admi

tindo derivadas parciais, r (p); o campo escalar dêle deduzido
pelo operador divergência, diz-se solenoidal quando em todos
os pontos do campo fôr div r = O; r diz-se então, também,
um vector solenoidal. Para designar um campo solenoidal
usa-se também a expressão campo sem jante (Quellenfrei); a

razão dêste nome será vista adiante [9], quando se tratar da
significação física da divergência.

B). Propriedades. Além das que fôram vistas no parágrafo 2,
mencionaremos as seguintes:

I." - Se a é um vector constante, é diva = O ; efectiva
ôXk

mente, nessa hipótese é - - = O
ôXk

•

2.& - Se p e r são Iun escalar e um vector funções de
ponta, tem-se

26) div(p.r)=p.divr+gradplr.
Com efeito, de 2,5) tem-se div (p. r) � r, I ,,� (2. r)

Il vXk

)'. I _tJ_!__ + )" I . � d
.

+ I" Õ?
.

•

p ...... lk" ..... Ik r" -p. zv r r _" Ik'
k v� k v� k v�

Esta propriedade completa a significação da segunda igual-
dade de 2,8).

3.a_É

27) div (r A s) =T S I rot r - r I rot S •

Com efeito, de 2,5} e das propriedades do produto mixto
deduz-se que

div (r A s) -1 r, I f- (r A s) - � r, I "ôr AS - � ikl r /\ r
k vXk 'l vXk Il VXk

-"i -� I _')'. ô�1-

..... kA" S ..... lkA" r.
k VXk . k vXk
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ÕX,?
r - o - 2: (Xk - J). ill donde -A

-

k ' vXIl

5. - O operador rotacional.

A). Campo irrotacional. Seja o campo vectorial, derivável,
r (p) e seja U (p) o campo vectorial quedêle se deduz pela
aplicação do operador rotacional, U (p) = rot r; êste novo

campo diz-se irrotacional ou lamelar em tôda a região
em que rot r = O . A razão do nome lamelar será vista

adiante [6, B), 2.al. Como ao rotacional se dá também o nome

de turbilhão, um campo írrotacional diz-se também sem tur

bilhão (Wirbelfrei).
B). Sigllificação física do operador rotacional. Demonstra-se,

em cinemática do corpo sólido, que, dado um corpo animado

dum movimento de rotação em tôrno dum eixo passando
por O, com velocidade angular igual ao módulo do vector

W = 2: ak • ik, o vector velocidade dum ponto P do côrpo é
k

v=wl\(p-O).

1.

4.a - Se O (:xk) é um ponto fixo e P (xk) um ponta variá

vel, é

28)
Efecti va mente,

div (p - O) = 3.

Calculemos o rotacional de vi para isso, tomemos O como

origem e sejam (xk) as coordenadas de P i é p - O = 2: xk• ik
k

e W 1\ (p O) il ip i3 fl' i I + 22 . i2 + P3' i 3'

al ap a3

XI X2 XJ

Por 1,4) tem-se

rotv i I ip i3 ==-- 2. (aI' il + ap• ip + aJ• iJ)'
Õ Õ Õ

ÕXI Õxp ÕX3
IPI

c P3IP



É, portanto,
29) rotv=2w.

C). Propriedades. Além das já vistas, têm-se mais as

seguintes:

l.a-Seaéumvectorconstante, é rota=O. Resulta
imediatamente da definição.

2.a - Sendo p e r um escalar e um vector funções de
ponta, tem-se

30) rot(p.r)=p.rotr + grad s /\ r.

Dedução análoga à de 4, 26).
Esta propriedade mostra que o operador rotacional não é,

em geral, um operador linear e completa a significação da
terceira igualdade de 2, 8). .

3.a_É

31) rot(r/\s)=r.divs-s.divr+slvr-rlvs.
Com efeito, por 2, 6) e pelas propriedades do duplo

produto vectorial [1,16,124)] tem-se [r=2:ak. ik' s= 2: bk.ik] :

k k

rot(r /\ s) = 2: ik /\ -!- (r /\ s) = 2: i,ll/\ (Aõr /\ s) +
k vXk k VXk

+ 2: r, /\ (r /\ �s )=2:(ikIS)' Aõr -2:(ikJ "õr -s
k VXk k VXk k VXk

+ 2:(ikl �s ).r- 2:(iklr). �s =2:bko "õr -s.divr
Il VXk k VXk k VXk

, õs
+r.divs-2:ako-,,- U

k vXk
donde imediatamente se tira 31).

Os dois últimos termos de 31) podem substituir-se pelas
derivadas dirigidas; tem-se' [2, 16 a)]

31a) rot{r/\s)=r.divs-s.divr+so �: ==r- �:.

216 CALCULO VECTORIAL
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---* -+

4.& - Sejam dP e op dois deslocamentos infinitësimos
---* -+

do ponta p, dP=1.dxk.ik, oP=1.oxk.ik, e dr e ar as

k k

diferenciais correspondentes :

õr , Ôr·�
dr= 1.-,,-' dxk, àr= 1. "x

. oXk i tem-se

k vXk k v k

-+ ----7 .� ---+

32) rotrldp (\oP=drlop-orldP.

Com efeito, [2,6) e 1,17,126)]
-? -+ ër ---+ ---+

rotrldp (\ op =I:ik (\ -,,-Idt> (\'JP= I:
k vXk k

=1:
k

A estas propriedades pode ainda juntar-se a seguinte, que
relaciona o rotacional com a divergência e o gradiante.

5.a - Se u é um vector constante unitário e r outro vector,

qualquer, é

33) divr=[graá(rlu)-rot(r A u)]lu.

Tem-se, efectivamente, por 3,24) e notando que u é constante,

grad (r I u) = u (\ rot r + u I V' r, donde grad (r I u) I u =

= (u IV' rl] Ui por outro lado, [31)] rot(r t\ u)�1-u .divr+

+ u I V' r, donde rot{r t\ u) lu = � div r + (u I V' r) I Ui

subtraindo ordenadamente obtém-se 33).

6.a - Se O é um ponta fixo de coordenadas (O:k) e p um

ponta variável de coordenadas (xk), variâveis iruiependentes, é
I

34) rot (p - O) = O.
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Com efeito, de p - O = �(X'l - ::I.1l). ill resulta
Il

rot(P-O)= I il i2 iJ =0.

b b b

bXj bX2 bXJ
XI-7.1 X2 -::1.2 XJ-::I.J I

6. - Operadores duplos. Dá-se o nome de operadores
diferenciais duplos àqueles que se obtêm aplicando sucessi
vamente a um dado campo, dois dos três operadores atraz
estudados, por exemplo: rot grad. É claro que não são possí
veis todos os 32 = 9 operadores duplos, pois, pela própria
natureza dos operadores simples, carecem de significado:
grad grad, grad rot, div div, rot div. Há portanto, de fado,
cinco operadores duplos-divgrad, rotgrad, div rot, graddiv,
rotrot-que vamos estudar sumàriarnente.

A iteração de operadores pode prosseguir; na 3.11 ordem
há 3J = 27 arranjos triplos, mas o número de operadores tri
plos efectivos é, como é óbvio, muito menor.

A). Operador div grad. Laplaciano. Seja o campo escalar,
admitin do derivadas até à 2.11 ordem, U (p).

Como grad U -= I �U . i'l' tem-se [1,2)]
k vXk

div grad U _ I -!- (�U) I·b2U.
k VXk VXIl Il bx�

Laplaciano, Dado o escalar U (p), chama-se laplaciano
dêsse escalar, e escreve-�e � U ou Lap U, à função

b2U35) Lap U -=- div grad U -= � A?
.

Il vXk

Simbolicamente, escreve-se [2,10) e l2)J
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Por analogia com o laplaciano dum escalar, define-se
ainda laplaciano dum vector pela igualdade

õ2r
37) Lapr-lJlI. 2

k vXk
mas a analogia dos dois operadores Lap U e Lap r é apenas
formal e em face da expressão cartesiana, visto que divgrad r

não tem significado; a significação vectorial de Lap r será
vista adiante rD)J.

Função harmónica. A tôda a função de ponto U (p), defi
nida num domínio E, que, em todo o ponto dêsse domínio,
satisfaz à equação

õ2U õ2U õ2U
38) Lap U -=

li. 2 + A9 + li. ')
� O

ox vy" vz"

denominada equação de Laplace, dá-se o nome de função
harmónica nesse domínio (0.

Propriedades do laplaciano dum escalar.

l." - Se p = const. é

39) Lapp= O.

É conseqüência imediata da definição.

2.a - Sejam UI' ... Un escalares funções de ponta, deri

váveis até à 2.lt ordem, e f(Uj,···UIl) uma função escalar

(I) Alguns autores (V. E. Goursat, Cours d'Analyse Mathéma

tique, tomo III, pg, 242) definem função harmónica como aquela
que, além de satisfazer à equação LapU=0, é ainda regular em E.

Uma função U (x,y, z) diz-se regular num domínio E quando:

a) U e as suas derivadas parciais de I.a ordem ÕU, ÕU, eu
\lx õy bz

são contínuas em todo o ponto de E e da sua fronteira;
Õ2U Õ2U õ2l

b) as derivadas parciais de 2.a ordem _-, _-,
-

ÕX2 by2 Õz2
são contínuas em todo o ponto de E e finitas (porventura descon

tinuas) sõbre a fronteira.

219
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derivável também até à 2.a ordem; tem-se

õF õ2F40) LapF=l"J"u .LapUk-l-l"Jõu õu 'gradUklgradUt
k v k kt k t

Com efeito, é

LapF=divgradF(Uj,'" Un) = div (�Õ�k . grad Uk) [3 20)]

= � div (õ� . grad Uk)
=� [:�k' divgradUk -I- grad :�k I grad Uk]

donde, por 3, 20) se tem 40).

[2, 7)]

[ 4,·26)]

Casos particulares,
W b2Fa). Seja F =Uj-l- .. ·-I- Un; tem-se

bUk =/,
õU/tbUt

=0,

logo
41)

b). Seja
bF bF
bU =p, �=U,F=p.U, s=rconst ; tem-se

Lap s=r û, gradp=O, logo
42) Lap (p. U) = p. Lap U .

c). Seja F = U . V, com U e V funções de ponto indepen-
bF

......,_
õf

dentes uma da out;a. É, então, bU
- V, bV

= U ,

b2F b2F õ2F
õU2

=

W2 =0, õUW
= I, logo

43) Lap(U. V)=U.LapV-I-V.LapU +2gradUlgradV.
As igualdades 41), 42) e 43) mostram que, em relação à
linearidade, o operador Lap U se comporta como o ope
rador gradiante.
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d). Seja f= f(U). Tem-se imediatamente, de 40),
44) Lap f(U) =I (U). Lap U + II (U). grad U I grad U.

Deduziam-se, com igual simplicidade, as expressões de

U k

Lapy-, LapU , ....

3.a - Sejam: O a origem dos eixos, P o ponta de coor

denadas (xk), r= P - 0=2: xk• ik e r= mod r. A fun
k

ção _!_ é harmónica em todo o domínio finito que não con-
r

_

tenha O.

Com efeito:

a) Na origem a função f(r) =_!_ é descontínua, logo não
r

é harmónica num domínio que contenha O.

b) Em todo o ponto diferente de O tem-se, em virtude
1 1 2

de 44), Lap-=-2·Lapr+3gradrlgradr. Ora [3,25)]
r r r

gradr=� logo, pelas propriedades da divergência e do
r

gradiante, Lap r= div grad r= div (� . r) = � . div r +

+ grad_!_lr=!.... div t -!,. grad ri r=_}_-!_. ri r=2.
r r r2 r r3 r

'

1 1 2 2 1
é portanto Lap--;:=

-

r2' --;: + rJ' r2' r I r= O o que

1
'h óniprova que

-

e arm mea,
r

A propriedade mantém-se, como íàcilmente se verifica, se

O é um ponto fixo qualquer de coordenadas (cxk) - a função
1 1

-;= mod(P _ O)
é harm6nica em todo o domínio finito

221
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que não contenha O (zk). Mais, num tal domínio, não só a

função como as suas derivadas parciais até à 2.(\ ordem são

contínuas; pode portanto dizer-se que a função _!_ é harmâ-
r

nica e regular'[' em todo o domínio finito que não contenha
o ponta O (Cf.,J.

B). Operador rot grad. Propriedades.
La - A função rot grad U é identicamente nula :

45) rotgradUsO.
, Seja, com efeito, a função escalar U=U(xk}; como

[l, 1) J dU 2:
õU •

é 1,4) Igra =

-õ-· Ik
k xk

rot grad U =-1 il i2 i3 sO
I

Õ Õ Õ

õXI õX2 õX3
õU õU õU

ÕXJ ÕX2 õX3
se a função U (xk) é tal que valha para ela o teorema da inde

pendência da ordem da derivação.
Suponhamos que a função U (xk) é uniforme ; então, o

campo vectorial r = grad U deriva do potencial - U [3, B) I
logo, esta propriedade significá que todo o campo vectorial
com potencial é um campo irrotacional [5, A)I.

2.a __ Reclprocamente, sempre que rotr= O, o vector r pode
ser considerado como o gradiante dum escalar.

Seja, com efeito, r, �Xk(xJ,x2Ix3).ik e rotr=O;
k

daqui resulta que [1,3)]
õX.j

_

õX2
== O

ÕX/
õX2 õX3

'

õX3
O, -O.

,

(I) Sobre as definições de função harmónica e de função regu
lar, ver a nota de pg. 219.
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Ora, se as funções Xli são contínuas, bem como as suas

derivadas parciais (hipótese que supomos verificada) estas
condições são necessárias e suficientes para que exista uma

função U (Xk) tal que � Xk. dXk = dU (ver, para a demons-
k

tração, qualquer tratado de Análise, por exemplo J. Hadamard,
Cours d'Analyse, tomo I, pg. 229 e seg.). Mas para o esca
lar U, função do ponto P (xk), verifica-se a relação 13, 17)J

_,. --;.

dU = grad U I dP com dP = 2: dXIl • ik' e esta relação,
Il

junta com dU = 2: Xk• dXk = r I dP, dá, por ser dP qualquer,
k

r = gradU [3, A)].
Se a função U (xk) é uniforme, o campo vectorial r=gradU

deriva dum potencial; o campo pode portanto ser irrotacional
sem que derive dum potencial: é necessário juntar a uni
formidade da função U. Quando isso se dá, a r chama-se
vector potencial e a - U potencial-escalar.

Esta propriedade justifica o nome de lamelar dado tam
bém ao campo irrotacional. Efectivamente, se rot r = O, é,
como se viu, r = grad U e o campo escalar U (p) é dividido
pela família de superfícies de nível U = const. (superfícies
que, pela sua própria definição, se não cortam, na hipótese
da uniformidade) em camadas ou lamelas.

C). Operador div rot. Propriedades;
La - A função div rot r é identicamente nula:

46) divrotr=O.

Seja, com efeito, r 2: X". ik; tem-se
k

rot t =- il i2 iJ
Õ Õ Õ

ox} õXg õX.J
XI X X.J2

223



2.a - Recíprocamente, em todo o campo u (p) solenoidal

(div u =0) pode determinar-se um vector r tal que u=rotr.

. bXk
Seja u = 1: Xk• ik e div U = 1: -",-= O. A possibili-

k k vX,.

dade de existência dum vector r tal que rot r = u está con

dicionada pela possibilidade de determinar três funções Rk (p)
tais que

bRa bR2 bRj bRa
�--ç-=Xj, �-�=X2'V2 Va =» =,

224 CALCULO VECTORIAL

se, como supomos, vale para as funções X, o teorema da

independência da ordem de derivação. Simbolicamente, tem-se

46 a) divrotr=vlv 1\ r=
b b b

=0.
bXj bX2 bXa

b Õ Õ

I bXj bx:: bXa
Xl X2 Xa

Mostra esta propriedade que, sob as condições analíticas
supostas, todo o campo vectorial u (p) cujo vector é rotacional
de outro (u = rot r) é solenoidal (div u = O)..

com
bXI bX2 ex,

- +------.- + -=0
bXj bX2 bXa

•

Ora, demonstra-se (ver, por exemplo, J. Hadamard, Cours
d'Analyse, tomo I, pg. 4$8 e seg.) que é possível de facto
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deterrninar as três funções Rk (p) satisfazendo a estas condi
ções e que existe portanto um vector r = 2: R'l' ik tal que

k
rotr=u e divu=O.

Diz-se, neste caso, que o vector U deriva do potencial
-vector r ou, ainda, que r é o potencial-vector do vector sole
noidal u.

Ê claro que não existe um potencial-vector único de u : a

sua soma com o gradiante dum escalar U (p) é também poten
ciaI-vector de u : com efeito, rot (r + gradU) = rot r = u

[ 45)J.
Como a função U (p) é arbitrária, pode escolher-se de

modo que o campo r + grad U seja, por sua vez, solenoi
daI; é preciso, e basta, para isso, que div (r + grad U) =
= div r + Lap U - O, isto é, que a função U (p) satisfaça à
equação às derivadas parciais div r = - Lap U; mas do estudo
desta equação não nos ocuparemos aqui.

D). Operadores graddiv e rotro!. Limitar-nos hemos a dedu
zir a seguinte relação que liga estes dois operadores:

47) rot rot r =grad div r - Lap r.

Com efeito, seja r=2:Xk.Î'l; tem-se l2,ô)]
k

(�
• õr ) � • õ (�. ër )rat ro t r = ro t L I k 1\ X

- =
L II 1\ -"

-

L I k 1\ -"
-

k vXk I vXI k vXk

(I

15
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õ2r
ora, por 37) é I � = Lap r e, por outro lado, é

k vXk

o (ÕX/) Õ ( ÕX/) • Õ2X/•grad div r=r grad I-,.- =I� I-,.- olk=I Õ Õ olk'
\
I v)CI k vXk I vXI kl xk xI

Operando sôbre o símbolo de Hamilton, obtinha-se mais
ràpidamente
rot rotr=v 1\ (V 1\ r)={v I r)'l - ('llv) r=v{v I r) - � r

= grad div t - Lap r o



I
II. - flUXO E CIRCULAÇÃO

7.-Fluxo.

A). Definições. Seja o campo vectorial v (p) e considere-se,
na região do espaço em que êle é definido, uma porção S de

superfície com duas faces distintas.

Sabe-se que isso nem sempre é possível; há superfícies com

uma face só. O exemplo mais simples, dado por Mobius,
pode construir-se assim - toma-se uma tira rectangular
de papel ABCD (fig. 54) e colam-se os dois bordos AB e

CD, dobrando prèvia-
mente a tira de modo

I Ital que a letra D venha BA DCcair sõbre A e a letra
C sóbre B. Dados dois

pontos P e pl sõbre a

mesma normal à primi
tiva superfície S, mas

em faces opostas, só
se poderia ir de um a

outro ou atravessando
a superfície ou passan-
do por um dos bordos; Fig. 54

na nova superficie S'

passa-se, como imediatamente se vê, de um a outro por
uma linha contínua sem atravessar a superfície e sem

passar pelos bordos - a superfície tem uma face só.

Seja da um elemento da superfície S e, num ponto P de

da, n a semi-normal orientada. Se a superfície S fôr fechada,
consideraremos como positiva, salvo menção expressa em

contrário, a semi-norma! orientada para o exterior i caso con

trário, escolher-se há arbitràriamente uma face como positiva.

Def. l.a - Chama-se fluxo elementar do vector v (p) do

campo, através do elemento da da superfície S, da
face negativa para a positiva, ao escalar
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48) dcp = v In. da
onde, como acima foi dito, n é a semi-normal cor

respondente à face positi va.

Det. 2.a -:- Chama-se fluxo total do vector v (p), através
de tôda a porção finita de superficie S, da face nega
tiva para a face positiva, ao integral de superfície

49) cp=Jfsvln.da.
B). Significação física. Suponhamos que o campo vectorial

,9��que se trata, é um campo, de velocidades, isto é, suponha-
3)1<J"S que a regiãodo espaço con-

siderada está cheia dum fluido de v
densidade constante P. em movi

fii,le)1to, e que v (P) é, em cada
ponte P, a velocidade dêsse fluido;
suponhamos ainda que é p = 1.

i Qual é a quantidade, medida
em massa, de fluido que, na uni
dade: de tempo passa, através do
elemento da, da face --

para a

face + de S? Nas hipóteses feitas,
essa quantidade é numèricamenté
igual ao volume do cilindro de
base da e altura vi n, se supozer-
mos- da suficientemente pequeno Fig. 55

para que a velocidade possa ser

considerada constante em todos os seus pontos. Essa quanti
'dade de fluido e, portanto, igual ao fluxo drp.

Considerando agora tôda a superfície S, vê-se que o fluxo
cp é� afinal, a quantidade finita de fluido que, na unidade de
tempo, passa através da superfície, da sua face negativa para

·a sua face positiva: , .

Se a superfície S fôr fechada
.. o fluxo total cp é a quanti

dade de fluido que, na unidade de tempo, sai da região do
espaço limitada por S ou, melhor, o excesso da quantidade

'saída sôbre a entrada, dando o sinal + ao fluxo correspon
dente à passagem tib· interior para o exterior (fluido saído) e
o sinal � ao correspondente à passagem do exterior para o

interior (fluido -entrado},
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O anulamento do fluxo através duma superfície fechada
significa, por conseqüência. que a quantidade de fluido entrado
é igual à quantidade de fluido saído no mesmo tempo, isto é,
que, no global, não há produção nem destruïção de fluido,'
podendo, no entanto, haver produções e destruïções locais que
se neutralizem.

Quando há, num ponto, produção de fluido diz-se que há
nele uma fonte positiva; quando há destruïção, diz-se que há
uma fonte negativa. Veremos, dentro em pouco, uma condi
ção suficiente para que não haja fontes.

Antes disso, dêmos um exemplo de superfícies não fecha
das através das quais o fluxo é sempre nulo - são os chama
dos tubos de fõrça do campo.

Num campo vectorial, chamarn-se.zzaács de fôrça às curvas
que, em cada ponto, são tangentes ao vector do campo; é claro
que. se o campo é uniforme, as linhas de fôrça não se inter
sectam [aliás haveria num ponto mais de um vector v (r)] -

por cada ponto do campo passa uma e uma só linha de fôrça.
Dado um contôrno fechado (C) qualquer dentro do campo,

chama-se tubo de jôrça à superfície que é o lagar geométrico
das linhas de fôrça que passam
pelos pontos do contôrno.

.

O fluxo através da parede
dum tubo de fôrça é manifestá
mente nulo, visto que v é, em

todo o ponto da parede, perpen
dicular a n (fig. 56).

As designações:linhadejôrça,
tabo de fôrça são adequadas so bre
tudo ao caso em que se considera
o campo vectorial como um campo
de fôrças, isto é, como fazendo
corresponder a cada ponto do es-

paço uma fôrça (intensidade do r

campo magnéticó, por exemplo) ; Fig. 56 (1

no caso que supozernos, de se

tratar dum campo de velocidades, melhor seria chamar-lhes
linhas de corrente ou tinhas de fluxo, tubos de corrente ou

tubos de fluxo.
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8. � Teorema de Ostrogradsky-Gauss. Sejam: Suma
superfície fechada, contínua, encerrando um volume 't'; n a

semi-normal à superfície orientada positivamente para o exte

rior de 't'i V um vector função uniforme contínua e derivável
de P (xk) dentro de 't' e sôbre S. Verifica-se a igualdade

-50) fffT4ivV:d'=ffs"lv.da
que exprime que o integral da divergência estendido ao

volume 't' é igual ao fluxo total do vector V através da super
fície S (teorema de Ostrogradsky-Oauss).

Éste teorema, conhecido também pelos nomes de teorema
da 'divergência ou do fluxo, pode demonstrar-se por via
meramente analítica, sem recurso a qualquer consideração de
ordem física; vide, para êste efeito, qualquer tratado de Aná

lise, por exemplo, R. Courant, Vorlesungen über Differen
tial und Integralrechnung, tomo 2.°, pg. 311 e seg.; J. Hada

mard, Cours d'Analyse, tomo 1.0, pg. 440 e sego
Vamos dar dêste teorema uma ilustração física. Para isso,

suponhamos, como acima, que o campo vectorial é um campo
de velocidades da corrente dum fluido de densidade constante

p = 1 que passa através da região do espaço, simplesmente
conexa (1) encerrada na superfície fechada e contínua S, e

(1) Uma região do espaço diz-se simplesmente conexa quando
dados dois pontos quaisquer A e B dela e dois caminhos quaisquer
indo de A a B, esses dois caminhos se podem reduzir um ao outro

por uma deformação contínua deles e sem sair da re�ião. Os inte
riores duma esfera, dum elipsoide, dum cilindro, são simplesmente
conexos; mas já o não é, por exemplo, a região do plano com

preendida entre duas circunferências concêntricas, visto que todo
o caminho que envolva a circunferência menor se não pode redu
zir a outro que a não envolya por deformação continua e sem saír
da coroa ; não são também simplesmente conexos o interior dum
toro, a região do espaço compreendida entre dois cilindros com o

mesmo eixo, etc.
Pode definir-se ainda região do espaço simplesmente conexa

como aquela que pode ser deduzida duma esfera por deformação
contínua.

Ao contrário do que se passa numa região de conexão múl

tipla, numa simplesmente conexa toda a curva fechada se pode
reduzir por deformação contínua a um ponto.
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suponhamos mais que a velocidade, função do campo, não

depende do tempo mas apenas da posição do ponto P.

Seja v= vj.ii + v2.i2 + v3.ia a decornposição carte

siana de v (p) e dividamos o volume T em paralelipípedos
elementares por um triplo sistema de planos paralelos aos

planos coordenados. Considerernos um dêsses paraleIipípedos

elementares de volume dT=dxj.dx2.dx3 (fig. 57) e vejamos

qual a quantidade de fluido entrado e saído na unidade de

tempo pelo sistema das duas faces paralelas ao plano Oxjx3,
A componente de v perpendicular a essas faces é V2� v2.i2
e, por conseqüência, pela face da esquerda entra uma quanti
dade de fluido igual a Qj=v2.dx1.dx3• No trajecto para a

segunda face dentro do paralelipípedo, v2 sofre, em virtude

(lv9
do acréscimo dx2, um acréscimo dV2=�' dx2, de modo

vX2

que pela face da direita sai uma quantidade de fluido igual a

( (lV9 )Q2= v2+ (Ix: ·dx2 ·dxj.dx3• O excesso do fluido saído
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sôbre o entrado na unidade de tempo é, então,

õV2
q,,- q,=-' dT.

- õX2
Raciocinando do mesmo modo para os outros dois siste

mas de faces paralelas, do paralelipípedo, tem-se que o

excesso, positivo ou negativo, de fluido saído sôbre o entrado
em todo o paralelipípedo elementar é

( õv, õv., Õv3)51) -+--+- ·d-:=divv.d-:.
õx, õX2 õX3

Êste excesso provém, se o fluido é, como se supôs, de
densidade constante, da existência, dentro do paralelipípedo
elementar, de f'ontes : positivas (produção, excesso positivo)
ou negativas (absorção, excesso negativo); se o fluido não é
de densidade constante, a existência do excesso pode ser inter

pretada como uma condição de compressibilidade,
Estendamos agora o raciocínio a todos os paralelipípedos

elementares em que o volume T ficou dividido pelo triplo sis
tema de planos acima considerado; o fluido saído por cada
face dum paralelipípedo elernentar é fluido entrado no para
lelipípedo que lhe está adjacente por essa face. No interior
de S as somas dessas quantidades de fluido anulam-se, de modo

que o limite da soma dos termos 51) ou seja fffo; div v. d-:

é o excesso total do fluido saído sôbre o entrado através da
superfície S; mas êsse excesso é, como acima foi visto, o

fluxo total do vector v (r) através de S, ou seja [7,49) I
<P= ffs v In. da, donde, igualando, se obtém 50).

, .

Observações. I." - A igualdade 50) repousa, como se viu

pelo raciocínio feito, sôbre a hipótese da continuïdade e deri

vabilidade de v (p) em T e sôbre S; se assim não fôr, ela não

é válida i os dois membros' podem não existir ou existir e ter
valores diferentes.

2.a - Na região do espaço exterior a S, o vector v (p)
pode ser descontínuo ou não existir; se isso se der, em vez
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de se considerar a semi-normal exterior toma-se a interior;
não há mais que mudar o sinal ao sentido da normal e, por

tanto, ao integral de superfície que dá o fluxo; o teorema

tem então por expressão analítica

52) ffr div v . dv=r -«ffs vl n. da.

3.a - Supôs-se, no raciocínio feito, que o volume ':" era

limitado por uma só superfície fronteira S, encerrando um

volume simplesmente conexo; mas o teorema é válido em con

dições mais gerais (ver,
por exemplo, R. Courant,
loco cit. pg. 313). É válido,
em particular, quando o

volume -r fôr limitado por
u m a superfície fechada
contínua S e por outras
superfícies fechadas, tam

bém contínuas, SjoS2' etc.

(número finito) interiores
à primeira (fig 58): o fluxo
total é então a soma dos flu- Fig. 55

xos através de S, S1I S2, ....

Simplesmente, há que atender aos sinais das semi-normais
a essas fronteiras limitantes internas; se a semi-normal n fôr
orientada como em 50), para o exterior de ':", essas semi-nor
mais devem ser orientadas, como mostra a fig. 58, para o inte
rior das superfícies limitantes internas.

4.a� Se no campo vectorial interior a S existem descon
tlnuïdades (pontos, linhas ou superfícies) procede-se, para o

seu estudo, do modo seguinte - isola-se a descontinuïdade
por uma superfície fechada, contínua, S, que a envolva com-

pletamente e aplica-se o teorema de Ostrogradsky-Oauss ao

volume interior às duas superfícies S e SI' como acima foi

indicado, procurando determinar para que tende o fluxo atra
vés da superfície SI quando ela tende, em tôdas as direcções,

para o logar de descontinuïdade. Veremos um exemplo no

parágrafo seguinte.
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J

Expressão certeslene, Seja v (p) =- 2: Vk' ik o vector do
k

campo e n = 2: cos (n, xk). ik a semi-normal exterior a S.
k

A igualdade 50) escreve-se, como é óbvio,

r
,." õVk (

,.

JJ I-õ-'dT= j Ivk·cos(n,xk)·da.'" '"

7
k )Ck oJ.

S
k

.

53) ri

9.r- Conseqüências do t.eorema de Ostrogradsky-'-Gauss.
,

l ," - Campo solenoidal. Suponhamos que O campo vectorial v (p) é solenoidal [4] isto é, que div v = O em todo o
ponto do campo. O integral triplo do primeiro membro de8,50) anula-se portanto e tem-se

5 ). ffs v I �.da=O
que mostra que em todo o campo solenoidal é nulo o fluxototal; através de qualquer superficie jechada contínua interior a-. êsse campo.

Tem-se portanto aqui uma condição suficiente para que
no interior da superfície S não haja produção nem destruïçãode fluido, não haja jonte, positiva nem negativa, visto que,

. o fluxo total sendo nulo, a quantidade de fluido entrado é
igual à de fluido saído através da superfície. por isso, comoacima se disse [4], os campos solenoidais se chamam também
campos sem jonte.

A condição não é, evídentemente, necessária visto q\lepode haver fontes positivas e jiegativas locais cuja acção se
equilibre. Se, porém, o fluxo é nulo através de qualquersuperfície fechada compreendida no campo considerado, é
então JfJ7 div v . d:

)
O para T qualquer, donde dJvv=O

em todo o campo, ti o 'camp é solenoidal � a condição é,então, também necessária.
Se o campo v (p) é o campo de velocidades dum fluido,a condição div V � O pode, ser interpretada orno a condiçãode incompressibilidade dêsse fluido.
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Outro aspecto da questão é o seguinte. Sejam, no campo

solenoidal, duas calotes de superfície S/ e S2 apoiando-se
sôbre um contôrno -fechado pelo qual passa uma porção de

superfície S (um diafragma).
Sejam "1 e "2 os volumes

limitados por S+Sl e S+S2
(fig. 59). O teorema de Gauss
dá imediatamente, por ser

div V = O tanto em "1 como

em "2'

ff vl n.da=fJvln .da
S+SI S+S2

sendo as normais orienta
das como na figura. Desta
igualdade tira-se

ff v In. da=ff v In. da,
SI S2

isto é, no campo solenoidal,
o fluxo através de qualquer
calote de superfície apoia
da num dado conlôrno fe
chado é constante. Esta
propriedade será comple
tada adiante [13,4.a].

Sempre que isto se dá, o

fluxo diz-se conservativo .

Consideremos, em particu
làr, um tubo de fôrça dentro do campo solenoidal e limitêmo-lo

por dois diafragmas S/ e S2 formando bases (fig. 60). Como

a superfície total S + SI + S2 é fechada, o teorema de Gauss

dá ff v In. da -= O e como o fluxo através de S é nulo [7]
+ St + s,

vem ff v In/ . de=:-ff V I n 2' da isto é, a quantidade
SI s�

de fluido entrado por uma das bases do tubo de fôrça é igual
à quantidade de fluido saído pela outra, quaisquer que

sejam as bases e a sua forma.

Fig. 59
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Descontinutdades, Suponhamos que no campo solenoidal
há um ponto de descontinuïdade. Seguindo o método indicado
em 8, observação 4.'\ isolar-se há êsse
ponto "por uma esfera S/ de centro nele

(fig. 61) e aplicar-se há o teorema à

região do espaço compreendida entre S
e S/. Como divv= O, o fluxo total atra

vés de S +- SI é nulo e, por serem n e n'/
as normais exteriores a 1", tem-se

Jf8
V In. da + .f.f8

I

V In;.da -= O

donde, por ser n'/=- n,.

ff vl =r=li vl n,.da
8 81

isto é, o fluxo através de S é igual ao

fluxo através de S/' qualquer que seja S/.
façamos agora tender S/ para o ponto ° e procuremos

e = I i m ff- V I n,_ da; se êsse limite existir, será, pela
5(-+0 81

igualdade acima, rf V In. dO" = p.
v 8

�

Seja M um ponto de S" e ,= mod OM; se o produto
s

, V é finito em 0, o módulo da função integranda V In, é

Cf.

inferior a -;- sendo Cf. uma

constante positivá i e como

a área de integração SI é

4 re £ 2, o teorema da média
dos integrais múltiplos mos

tra que o valor absoluto do
integral é inferior a

'

2
cr.

4n: . -=41V)'_�
£.,

Fig.61

(Fig. GO)

donde p=o.
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Conclue-se daqui que ° fluxo total é ainda nulo através
de S como se não houvesse ponta de descontinuidade- em O.

2.8 - Teoremas do gradiante e do rotacional. Do teorema de

Ostrogradsky-Gauss tiram-se, como corolários, dois outros
em que figuram um gradiante e um rotacional. Supõe-se,
claro, que se .verificarn as condições iniciais.

a). Façamos, na igualdade que traduz o teorema [8, 50)J,
v = p. r onde p é um escalar função de P e r um vector

constante. Tem-se [4,26)] div V = div (p . r) = glad P I r e,

por outro lado, v In - (p. n) I r. Substituindo em 8,50) vem

ff(grad'plr.dT= ffs (p.n)lr.da donde, por ser r cons-

tante, rlfff-;gradP.d-:=rlffsp.n.dl7. Nos dois mem

bros desta igualdade figuram integrais de vectores [3, 12] que

são, como se sabe. vectores, e da igualdade dos dois produ
tos escalares, verificada para r qualquer, tira-se, ll,131

55) ffrgradP.dT=ffsp.n.da.
(teorema do gradiante).

Dêste teorema tira-se uma conseqüência interessante;
façamos, em ambos os membros da igualdade, p= 1; vem

ffsn.da=o ..
Ora da é? elemento de área [3, 13, C)] e

n , d(J o elemento de área orientada; por conseqüência, a igual
dade anterior mostra que a área total orientada duma super

fície fechada é nula,

b). façamos v = u /\ r sendo r um vector constante.

Tem-se r 4,27)] div v= div (u /\ r) = r I rot U e v In =

= U 1\ r I n= r In /\ u donde, substituindo em 8,50) e pela
'mesma razão invocada acima, se obtém .

.

56) ffI/otU.dT= ffsn /\ u.da,
(teorema-ao-rotactonat),

É fácil escrever a expressão cartesiana dêstes dois teo
remas.

231
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1.a - Invariância dos operadores diferenciais. Os três teo

remas: da divergência (Gauss) do gradiante e do rotacional
tornam imediato o facto, já assinalado em 2, C) num caso

particular - que os três operadores diferenciais são invarian

tes com o sistema de referência.
Efectivamente, as igualdades 8,50, 55) e 56) permitem dar

definições novas dos operadores. Seja uma região simples
mente conexa "t' do espaço, encerrada numa superfície fechada

e contínua S. Seja P um ponto no interior de S, no qual é

definida e contínua div v, e façamos tender S em tôdas as

direcções para P. Tem-se, como se sabe

div v (p) = ��� :. .fff div v . d : donde, em virtude do

teorema de Ostrogradsky-Gauss

. 1

.

ff 'v In. do

57) divv(p)=lim-'f�r vln.dO'=lim Jif"'_0 "t' J 8 8�P.
_

d:

Anàlogamente, dos teoremas do gradiante e do rotacional

se tira [3, 12, 77)]

gradP(P)=�im� .jr'rr grads ui«,
.-+0 JJ '"

58)

, 1 IJrotv (p) = �i m -;;'J rotv. d"t'

I
.

fOf
'"

fI p.n.dO'

gradp(P)=lim_!_, ?n.da= lim
.

ff8J
__ .

",-+0 "t'
S

8-+P d"t'

; ff n À v.dO'

rotv(p)=lim-;;'f�r n À vcdc=r l im f8ff---.",-,;0
.

J s
8-+P d·

logo

59)

Como se vê, os segundos membros destas três igualdades,
que podem ser tomadas como definições dos operadores, não

dependem do sistema de referência empregado, com b que fica

estabelecida a invariância.
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10. � Fórmulas de Green. Voltemos ao teorema de

Ostrogradsky-Gauss 8,50)

ffI, div v i dv=»ffs vl n.âo
.

válido nas condições expressas no parágrafo 8. Sela U (p) um

escalar função de P, contínua em T e sôbre S, bem como as
-

suas derivadas parciais de primeira e segunda ordem, e tal
que V = grad U, o que equivale a supõr que o campo vec

torial V (p) deriva do potencial escalar - U se U é, além de

contínua, uniforme. Tem-Se div v = div grad U = Lap U

[6,35)] e n I V = n I grad U, donde, substituindo,

60) fff, LapU .ds=:ffs n IgradU.da
(t» fórmula de Green)

que exprime que o integral do laplaciano de U estendido
ao volume T, nas condições gerais do teorema de Ostro

gradsky-Gauss, é igual ao fluxo do gradiente de U através
da superfície que limita T.

A l.a fórmula de Green pode ainda escrever-se, notando
õU

que [2,15)] n IgradU=�,
61) fff.Lapu.dT=j)s �� . da.

Conclue-se daqui imediatamente que se U é uma função
harmónica [6,38)] no domínio considerado, se tem

f" õU

) �·da=O.
s

õn

l)
Em particular, fazendo r=modlP(xk)-O(ak)]' tem-se

- 62)

rj" õ_!_
_r_. do=r O

LI.
S Õn

JC' r
desde que S não encerre o ponto O (ak) •

Sejam agora U e V duas funções contínuas em Te sôbre S,
bem como as suas derivadas de primeira e segunda ordem, e

63)
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tais que v=V .gradU. Tem-se [4, 26)1 divv div(V.gradU)=
=V .divgradU + gradY IgradU=V.LapU + gradY IgradU
e ni Y=n I V .gradU=V· ��-, donde, substituindo em 8, 50)

1_'(
"

eu
/_ t"

(V. Lap U+gradUlgradV).d:-- jJ s
V.

õn
-do64)

(2.a fórmula de Green).

Mudando, nesta igualdade, U em V e V em U e subtraindo

ordenadamente, obtém-se
,

f'J _IJ' '(' eu ÕV)65). j _}V.LapU-U.LapV),d:-=J s V'�-U'�
-

. da

(3.a Iormuta de Green).

Se U e V são funções harmónicas, resulta daqui
,

'( ÕU ÕV)-JJ s V.�-U·� ·d(J=O.66)

Em tôdas estas fórmulas, n designa sempre a semi-normal
exterior a S.

Demonstra-se que as fórmulas de Green subsistem quando
as derivadas de 2.8 ordem apresentam descontinuïdades sôbre S,
conservando-se porém finitas ; para a demonstração, ver C. Jor
dan, Cours d'Analyse, tomo 2.°, pg. 176 e sego

façamos agora na 3.8 fórmula de Green,

-

1
V=- com

r

1
função harmónica,

r

vem, se o ponto O é exterior as:
, 1

.

, , ,

1 fJ'
,

(1 �U Õ---;:-
67) JJ) -, Lao+i.ds=: 0_. __ U ._), d(J.

• -;- r -. s r Õn Õn

Se o ponto O não é exterior a S, esta igualdade deixa de

ser válida, visto haver então descontinuïdade da função !___
, r

dentro de S. Demonstrá-se, (ver, por exemplo, C. Jordan,
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Cours d'Analyse', tomo 2.°, pg. 181 e seg.), que se o ponto O
é interior a S se tem

68) Ô!_
rrr!_'Lapu.dT=j'( (!_.Æ-u.�).da-4nuJJJ -; r J s r ôn ôn

onde U é tomado no ponto O (ak), e que se o ponto O está

sôbre S, vale então a igualdade
69) 1

lrrj·!_. LapU.dT=j'( (!_,Æ-u.
Ô

r). da-2nU.JJ T r J s r Ôn ôn

Se U fôr função harmónica, anula-se o integral triplo e

tem-se

x !_ O � O exterior a S
'" I

1 eu V)70) JJ (-' - -- U,--!:_ . da= 4 n U � O interior a S
s r Õn ôn

2 nU -(- O sôbre S.

Teorema de unicidade. Seja T uma região simplesmente
conexa do espaço, limitada por uma superfície fechada S,
contínua. Demonstra-se, e dessa demonstração não nos ocupa
remos aqui, que é possível determinar um vector v, função
de P em T, desde que sejam dados: a) ern cada ponto inte
rior a S, um número r= div v e um vector S = rotv ;

b) em cada ponto da fronteira S, a projecção de v sôbre a

normal n exterior a S.
Como aplicação da 2.a fórmula de Green, vamos provar

que a solução dêste problema é única.
Seja então um vector v, satisfazendo a

divv=r, rotv=s, vln=vn
(r, s, vn dados) e suponhamos que há outra solução do pro

blema, isto é, que existe um vector u i= v talque
divu=r, rotu=S, ui n ='vn•

fazendo w = u � v, tem-se

divw=O, rotw=O, wn=w I n = vn
- vn=O.

16
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De ser rot w = O, resulta que há uma função V tal que
w=gradV, donde divw=LapV=O. Na 2.a fórmula
de Green façamos V = V i vem

Il' f" (IUJ T(U.LapV+gradUlgradU).dT= i» (In
-do

e apliquemo-la à função V, cujo gradiante é w. Como
(IU
�

= n I grad V = n I w = O e por ser Lap V = O,

obtém-se IIIT (mod grad V)2. dT = O. Ora, pelas hipóteses

feitas, esta igualdade é válida quando o campo de integração
é não o campo total mas sim qualquer dentro do campo total,
logo deve ser gradU=O donde w=O e u=v; a

solução é, portanto, única.
11. -- Circulação. Definição. Seja (C) uma curva do-espaço,

contínua, sem ponto múltiplo, odógrafa do vector r (s), onde s

é a abscissa curvilínea [3, 5]. Seja V (p) = V (s) um vector
função uniforme, contínua e deri-

dr
vável de set=

ds
o vector

unitário da tangente à curva no

ponto P.
Dá-se o nome de circulação

elementar do vector V (p) sôbre o

arco ds ao infinitésimo V It. ds e

o de circulação total ao longo do
arco AB da curva (C) ao integral
curvilíneo

71) r
AB

=J V It. ds .

AB ,
.

Significação física da circulação. Suponhamos que o vector
V (p) é uma fôrça função do ponto p, V (p) = F (p). Ao
produto F I dr = mod F . cos e . ds dá-se o nome de traba
lho elementar da fôrça F (p) sôbre o deslocamento infinité-
simo ds, e ao integral curvilíneo Ie F I dr o de trabalho total

ao longo da curva (C). O trabalho é, por conseqüência, uma
circulação.

Fig.62
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Propriedades. Da definição [71)] e das propriedades dos

integrais curvilíneos resultam imediatamente as seguintes pro
priedades da circulação.

Prop. 1. a
- A circulação conserva o valor absoluto e

muda de sinal quando, conservando os extremos

do arco, se muda o sentido do percurso.

Efectivamente

72) f Vlt.ds=-j vlt.ds.
AB BA

Prop. 2.a - Se A, B, C são três pontos sõbre uma curva,
tem-se, qualquer que seja a sua posição relativa,

73) f -v=«! vlt.ds=f vlt.ds.
AB BC AC

Prop. 3. a
- Seja (C) uma curva fechada, plana ou torsa,

e (Cil outra curva juntando dois pontos de (C)
(fig. 63); a circulação ao longa de (C) + (Cl) é

igaal à circulação ao longo de (C).
Escolhamos, sôbre a

curva (C) = A D B E A
como positivo aquêle
sentido de percurso tal
que, durante êle, uma

porção de superfície li

mi�dapor{C)s�ade�
xada à esquerda - é o

sentido das setas na

fig. 63. Seja (CI) a curva

AfB. Tem-se

243

E

Fill.65

fc+c1 = fAFB + fBEA + l,DB
+fBFA= fBEA + fADB fc

visto que, pela propriedade 1.'\ é f + f = O •

AFB BFA

Mais geralmente, se houver uma curva fechada (C) e uma

rêde sôbre uma calote de superfície apoiada em (C), a circula
ção ao longo da curva (C) é a mesma que ao longo de (C)
mais todos os percursos interiores da rêde, visto que cada um
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dêsses percursos é descrito duas vezes, sendo uma em cada
sentido; supõe-se, eviden
temente, que não se aItera,
durante o percurso total, o

sentido geral marcado pela
seta exterior na fig. 64.

Independência da cir
culação em relação ao ca-

minho. Da definição dada
de circulação [71)] resulta
que.ela depende, em geral, Fig.64
além do vector v (s) e dos
pontos extremos A e B, ainda da própria curva, isto é, do
caminho da circulação.

Com efeito, de r (s) = 1: xk {s}. ik e v (s) = 1: Xk (s). ik
k k

resulta
dr 't'dxk 't' dXk

t=-d =L-d ·ik, donde v1dr=vlt.ds=LXk.'-d ·ds
s k s k s

e J vlt.dS=fsIIXk·�k.dS oquemostraquea
AB � k S

estrutura da curva {C} influe no valor da circulação.
Tem-se, porém, que, se o vector v (P) fôr o gradiante de

um escalar, então a circulação é independente do caminho e

dependente apenas dos pontos extremos. Seja, com efeito, V
um escalar tal que v=gradV; é então v I dr=gradV I dr=dV
[3, 17)], a função integranda em 71} é uma diferencial exacta
e tem-se, para valor da circulação,

74} rAB=j dV=VB--VA
AB

sendo VA e VB os valores que toma o escalar V (p) nos

extremos do arco. Pode enunciar-se, portanto, o seguinte
Teorema - É condição suficiente para que a circulação

dum vector v (p) não dependa da curva ao longo
da qual ela se toma, mas apenas dos seus pontos
extremos, que êsse vector seja o gradiante de um

escalar.
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No parágrafo 13 será estudada a condição necessaria.

Se a função V é uniforme, então o campo deriva do

potencial-escalar --V [v=-grad(--V)], logo, em todo o

campo que deriva dum potencial a circulação é independente
do caminho.

Pode, por conseqüência, deformar-se continuamente, de

qualquer maneira, o caminho que une dois pontos quaisquer
A e B (de modo que o caminho durante e depois da defor

mação não saia do campo) sem que a circulação do campo

entre A e B se altere. Mais, podem fazer-se escorregar de

qualquer maneira os dois pontos A e B sôbre as suas respec

tivas superfícies de nível: a circulação mantém-se constante

e igual a VB - VA •

Estes resultados transportarn-se imediatamente para o caso

de o campo vectorial v (p) ser um campo de fôrças, caso em

que, como se viu, a circulação é um trabalho.

12. - Circulação ao longo duma curva fechada. Seja
(C) uma curva fechada, contínua, sem ponto múltiplo e Suma
calote de superfície (fig. 65) com duas faces, limitada por (C)
e tal que a região do espaço limitada por S
e um diafragma apoiado em (C) seja sim- fi

plesmente conexa. Seja n a normal exte

rior as; a escôlha da face exterior e,

conseqüentemente, do sentido positivo da

normal exterior, faz-se de modo que a

axialidade do espaço marcada por êsse

sentido e pelo sentido positivo da circula

ção sôbre (C) seja a mesma que é dada

pelo triedro fundamental Oxl, x2' x3. Seja Fig.65

ainda v (p) um campo vectorial uniforme,
contínuo e derivável no qual (C) e S estão imersas.

O teorema seguinte relaciona a circulação ao longo de (C)
com o fluxo através de S.

Teorema de Ampère-Stokes. - A circulação do vector v (p)
ao Longo de (C) é igual ao fluxo do seu rotacional

através de S, isto é

75) fcv I dr= ifs rotv In .da.
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Em primeiro lagar, pela propriedade 3.a do parágrafo ante
rior, se se dividir a calote S por uma rêde de curvas (fig. 64),
a circulação ao longo de (C) é igual à circulação ao longo
de (CI)' sendo (CI) formado por (C) e por todos os contornos
interiores da rêde.

Vamos calcular esta circulação total, para o que conside
rarernos um paralelogramo infinitésimo da rêde : P I P2 Pa P4

(fig. 66).
� �

façamos P/P2=dr, PJP4=àr - o primeiro tem
o mesmo sentido que o

percurso, o segundo o

sentido contrário.
Em geral, represen

taremos por d o acrés
cimo sofrido por uma

grandeza vectorial no

sentido de PI para P2
e por a o acréscimo so

frido no sentido de PI O
para P4' Assim, o lado
� �

P2Pa difere de P/P4=àr
por um acréscimo d(or)

�

e o lado P4Pa difere de

P/P2=dr por um acréscimo a (dr), [isto é
-+

p2Pa=ar + d(îr)
-+

p4paL-dr + a (dr).
Mas, para que o paralelogramo feche em Pa' deve ser

-)- -+ -_ ...,-)-

P/P2+P2Pa=PJP4+P4Pa, isto é, dr+or+d(or)=
= ar + dr + a (dr), logo, tem-se como condição para que o

paralelogramo feche
76) d (,;r) = a (ár).

Fig.66
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Expressão cartesiana. Seja, num triedro fundamental

OxI, x2' x3' V (p) = 1: vk• ik• Tem-se imediatamente
k

Posto isto, calculemos a circulação o r de v ao longo do
-+ �

paralelogramo. Notando que P I P2 e p2 P3 têm o sentido da
� �

circulação e p4 P3 e p I P4 o sentido contrário, tem-se

or-vi dr +(v+dv) I ror+d(rJr}J-(v+ov} I [dr+o(dr)] -vl,jr
=vl[d(ar}-�(dr}] + dvlor-ovldr + dvld(0r}-ovlo(dr}
=dvlrJr-ovldr + (dv-ov}ld(or) [76)].

Ora [5,32}] dvlor-ovldr=rotvldr NJr, logo

77} Ol'=rotvldr 1\ or + (dv-ov)ld(or).

Intervém agora aqui uma questão de métrica. Define-se

[3,13,86)] área dum paralelogramo elementar de superfície
como a área do paralelogramo rectilíneo correspondente, dado

pelos vectores infinitésimos tangentes aos lados, o que equi

vale, nessa métrica, a desprezar infinitésimos de ordem supe

rior a 2. Tem-se assim

dr 1\ or= n .do

onde é da= mod (dr 1\ ar) e n a normal orientada como

foi dito. De 77) resulta, portanto,

or=rotvln.da+ w

onde w é um infinitésimo de ordem superior à de da.

Estendendo agora a circulação a todos os paralelogramos
infinitésimos em que ficou decomposta a superfície S e tomando

o limite da soma quando dr e or tendem para zero, o que

equivale a da tender para zero, o primeiro membro tende

para reI eo segundo para ff{otvln.da e,como re/=re,
tem-se finalmente

re=fe vldr=ff{otvln.da q.e.d.



78) J� vl·dx1 + v2· dX2 + v3• dx3=

J); [( ÔV3 ÕV9) ]= ---�. cos(n, Xl) + .... do.
S õX2 õX3

13. - Conseqüências do teorema de Ampère-Stokes.
l.a - Campo com potencial. Seja um campo escalar V (p),

uniforme, contínuo e derivável, e seja v (p) o campo vectorial
definido por v = grad V .

Consideremos no campo um contôrno fechado e uma
calote de superfície apoiada nêle, nas condições do teorema
de Stokes 112, 75)J. De ser [6,45)] rotgradV O, resulta

que Jc v I dr = O, isto é, que em todo o campo que deriva

dum potencial é nula a circulação ao longa de qualquer curva

fechada (C) nas condições do teorema de Stokes.
A interpretação física é imediata - em todo o campo com

potencial é nulo o trabalho duma fôrça ao longa dum per
curso fechado.

Êste resultado pode tirar-se, independentemente do teo
rema de Stokes, recorrendo às considerações feitas no pará
grafo 11 sôbre a independência da circulação em relação ao

caminho. Viu-se, com efeito, lá que se o vector v (p) é o gra
diante dum escalar V (P), a circulação entre dois pontos A e B
não depende do caminho, mas apenas
de A e B: l'AB=VB-VA, Seja
então a curva fechada AOBH (fig. 67).
Tem-se

l'AGB=VB-VA,rBHA ,VA-VB
onde se representa por VA o valor

que a função toma ao voltar a A

depois de descrita a curva (C). A cir

culação total ao longo da curva é

portanto r = V A
- VA e, se a função V é uniforme, isto é,

se o campo v (p) deriva dum potencial, r = O .

A uniformidade de V (p) desempenha, como se vê, aqui

2-18 CÁLCULO VECTORIAL

Fig.67
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um papel fundamental; pode acontecer que haja, no campo

considerado, singularidades, isto é, pontos ou linhas tais que,

em todo o percurso fechado que os envolva, a função V volte

ao ponto de partida com um valor diferente. É o que acon-

tece, por exemplo, com a função V = arctgL - dado um
x

ponto M do plano Oxy, ao qual corresponde o ângulo polar e,

sôbre uma circunferência de centro na origem e raio OM a

função volta a M, se o percurso se faz uma só vez e no sen

tido directo, com o valor G + 2 n; a circulação do vector

v = grad are tg � ao longo dêsse percurso é, portanto,
x

VM - VM =2n; se a circunferência é descrita k vezes no

sentido directo a circulação é igual a 2 k st ,

É fácil ver que a circulação não depende da forma da

curva mas apenas do número de voltas que ela dá em tôrno

do ponto. Sejam, com efeito, duas curvas fechadas (Cl) e (C2)
envolvendo a origem (fig. 68) e dando, cada uma delas, uma

volta só em tôrno dela. fa

çamos um corte AB de es

pessura infinitésima e consi
deremos o percurso fechado
com origem e extremidade
em A e feito na ordem indi
cada pelos números das se

tas da figura. Tal percurso
não envolve a origem e, por

conseqüência, na hip6tese
de não haver mais singu- Fig.68

laridades no campo, a cir-

culação total ao longo dêle é nula. Ora essa circulação decom

põe-se do modo seguinte: r
c + rAB -. rc + l'BA = o visto

-! I

que o sentido de percurso sôbre (CI) é opôsto do sentido sôbre

(C2); é, portanto, rc! = rc�.
É claro que as mesmas considerações se aplicam, qualquer

que seja a natureza da singularidade que origina a não-uni-
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formidade e qualquer que seja o ponto do plano em que essa

singularidade se dê.
No espaço passa-se uma coisa análoga - pode então haver,

não só pontos, mas linhas de singularidade ; em todo o per
curso fechado que envolva uma linha dessas, a circulação não
é nula mas tem um valor constante, dependente apenas do
número de voltas que êle dá em torno da linha de singulari
dade.

2.a - Anulamento da circulação. Seja o campo vectorial v (p)
uniforme, contínuo e derivável. e suponhamos que a circula
ção é nula ao longo de qualquer curva fechada (C) do campo.
Tem-se então que, para tõda a calote de superfície imersa no

campo e apoiada em (C), é ffsrotvin.da=o o que exige que

seja rot v = O em todo o campo, isto é que v = grad V .

Tem-se portanto queécon-
'

dição necessária para que
a circulação seja nula ao

longa de todo o percurso
fechado( C) do campo v(p)
que êle seja irrotacionai.

Por outro lado, o anu

lamento da circulação sõ
bre tõdas as curvas fecha
das do campo exclue a

hipótese de não-uniformi
dade de V acima mencio
nada, logo o campo deriva
dum potencial=escalar,

É claro que o anula
mento da circulação ao

longo de qualquer curva

fechada do campo implica
que a circulação en tre dois
pontos quaisquer do cam

po é independente do ca

minho. Sejam (fig. 67) os

pontos A e B i de ser l'AGBHA = O resulta r
AGB

= r
AHB •

A propriedade anterior pode, portanto enunciar-se dizendo que

(C)

Fig.69
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é condição necessária para que a circulação no campo v (p)
não dependa do caminho que êle derive dum potencial (v. o

teorema sôbre a condição suficiente no final do parágrafo 11).

3.&_ Superfície fechada. Seja uma curva fechada (C) nas

condições habituais e duas calotes de superfície apoiadas em

(C) (fig. 69) e imersas no campo v (p) nas condições habi

tuais também; sejam nI e na as normais exteriores a Sf e S2'
Aplicando a cada uma das calotes o teorema de Stokes,

tem-se

79) I vldr=IJ rotvlnf·da ff rotvlna·da
c SI .s�

donde

80) ff rotvln2.dfj-ff rotvln/·da=O.
St SI

Seja S = Sf -I- S2 a superfície fechada formada pela reü

nião das duas e -r o volume interior as; como a normal n,

exterior a S, coïncide com n 2 sôbre S2 e é igual a
- n f sôbre

Sf' a igualdade 80) escreve-se

81) Irrotvl n .da=v O

que exprime que através de tõ da a superfície fechada S,
contínua e encerrando um domínio simplesmente conexo,

imersa num campo vectorial v (p) uniforme, contínuo e deri

vável, é nulo o fluxo do rotacional do campo.

Esta propriedade fornece uma nova demonstração da iden

tidade div rot v - O, visto que, pelo teorema de Ostro-

gradsky-Oauss, se tem ffsrotvln.da=IIf,divrotv.d-;
e o anulamento dêste integral para ";" qualquer implica o anu

lamento idêntico da função integranda. Esta demonstração é

mais geral que a dada em 6 C) por não depender do sistema

particular de referência.

4.& - fluxo conservativo. Suponhamos que o campo v (p) é

solenoidal; o fluxo é, então, conservativo [9, l."]. É fácil expri
mir o fluxo através de qualquer calote de superfície, apoiada
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num contôrno fechado (C), na circulação ao longo dêsse con

tôrno.
Efectivamente, de ser div v = O resulta v = rot U e a

igualdade 79) escreve-se

82) feuldr=ffsvln.da
que exprime que num campo solenoidaio fluxo do vector v

do campo através de qualquer calote de superfície apoiada
num dado contõrno fechado (C) é igual à circulação do poten
cial-vector de v ao longo de (C).

5.a - Fórmula de Riemann. Suponhamos que o campo vecto
rial v (p) está sôbre o plano OXj x2 (ou lhe é paralelo) e seja,
nas condições habituais, uma curva fechada (C) do plano,
encerrando uma região simplesmente conexa S. É, então,

(ÕX2 ÕX/).
'

v=X/.ij+X2.i2, rotv=
ÕX/

-

ÔX2 .13, n=--i3,

da = dx I' dX2' donde, pelo teorema de Stokes,

83) f X/.dXj+X2.dX2=jj·(ÕX2_ ÕX1)'dXI.dX2.C • , S ÕX/ õX2
6.11 - Teorema do gradiante. Seja v um vector de direcção

fixa, que se pode pôr, portanto, sob a forma v = V. a com

a fixo; apliquemos-lhe o teorema de Stokes; tem-se [5,30)J
rotv=rot{V.a)--=-gradV I\a donde n Irotv=n IgradV /\a
-ain I\gradV; por outro lado, vldr=aI(V.dr) logo, subs
tituindo na expressão do teorema de Stokes vem [I, 13, 6.a))

84) fe V.dr=ffs n 1\ gradV .do .

7.a - Comparação dos teoremas de Gauss e Stokes. Éstes dois
teoremas apresentam uma semelhança curiosa de conclusões:

a) ambos estabelecem, em determinadas condições, a inde
pendência do integral pelo qual se exprimem em relação
ao campo de integração (fluxo conservativo ou indepen
dência da circulação em relação ao caminho);

b) quando essa independência se verifica, é nulo o integral
ao longo duma curva fechada (Stokes) ou sôbre uma super
fície fechada (Gauss).
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14. - Resumo. Seja o campo vectorial v (p), uniforme e

contínuo, bem como as suas derivadas parciais de La e 2.11.
ordem. Recordemos as seguintes definições:

a) Campo solenoidal, ou sem fonte (Quellenfrei) - aquele em

que div v==ô ,

b) Campo irrotacional, ou lamelar, ou sem turbilhão (Wir
belfrei) - aquele em que rot v= O.

c) Campo com potencial - aquele em que há uma função
V (p) uniforme, contínua e derivável, tal que v = grad V .

Estabeleceram-se as seguintes propriedades:

1.D. - Todo o campo com potencial é irrotacional [6,45)1;
em todo o campo v (p) irrotacional existe um escalar

V(P) tal que v=gradV [6,B),2.aJ.

2.11._ Todo o campo cujo vector é rotacional de outro é sole
noidal [6,46)]; em todo o campo v (p) solenoidal existe
um vector u (p) (potencial-vector) tal que rot u= v

L6, C), 2.a].
3.a - Em todo o campo solenoidal é nulo o fluxo total atra

vés de qualquer superfície fechada interior a êsse campo,

nas condições do teorema de Ostrogradsky-Oauss [9, La];
em todo o campo solenoidal o fluxo é conservativo [9, La];
em todo o campo solenoidal, o fluxo do vector v do

campo através de qualquer calote de superfície apoiada
num contôrno fechado (C) è igual à circulação do poten
ciaI-vector de v ao longo de (C) [13, 4.a].

4.11. - O fluxo do rotacional do campo v (p) através duma

superfície fechada S. contínua e encerrando um domínio

simplesmente conexo, imerso no campo, é nulo [13,3.a].

5.R_ Em todo o campo que deriva dum potencial, é nula a

circulação ao longo de qualquer curva fechada (C) nas

condições do teorema de Ampère-Stokes [13, La] ; a cir

culação não depende do caminho que liga dois pontos;

sempre que num campo a circulação é independente do

caminho, o campo deriva dum potencial l13, 2.aj.

253
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6.&_ Um campo vectorial v (p) é determinado univocamente,
numa região finita, simplesmente conexa, do espaço,

limitada por uma superfície fechada e contínua, desde

que se dê:

o} em cada ponto do campo, a divergência e o rotacional de

v (p); .

b) em cada ponto da superfície limitante, a componente de

v (p) sôbre a normal exterior a essa superfície [lO, uni

cidade].

Posto isto, os campos vectoriais podem classificar-se, em

relação à sua divergência e ao seu rotacional, em quatro tipos:

a} Campos sem fonte e sem turbilhão

divv=O, rotv=O.

Existe então um escalar V tal que v = grad y e satis

fazendo à equação
div gradV=Lap V =0.

Estes campos dizem-se, por isso, campos de Laplace.

b) Campos sem fonte e com turbilhão

divv=O, rotv=i=û,

c} Campos com fonte e sem turbilhão

divv=f=O, rotv=O.

d} Campos com fonte e com turbilhão

div v=i=O, rotv=l=t).
Neste caso é sempre possível decompôr o campo em dois

dos tipos b} e c}. Efectivamente, se fôr divv=r, rotv=s,

pode fazer-se v
.

VI + v2 com

{ divVI=O
rotvl=s { div v ç=:»

rotv 2=0.
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Exercícios

r. - Calcular

a) gradU para U = log (x� +y! + z!)
b) div (grad U 1\ grad V)
c) u I rot u onde u é dado pela relação p. u = grad V (p, u e V

funções de ponto).
2. - Sendo a e b dois vectores constantes, r = P (xk) - O ,

r = mod r, mostrar que

( 1 ) 1 3
algrad blgrady- =--;;J·alb+y.;-·(alr).(blr).

3. - Dado um vector solenoidal u, mostrar que

rot rot rot rot u = Lap Lap u.

2SS
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4. - Seja S uma esfera de centro em O e raio r, P o ponto
cor rente da superfície esférica, r = (P - O), 1" = mod r;

a) calcular ffs
r In. da sobre a superfície esférica;

b) verificar, em relação a essa esfera, o teorema do fluxo pal"a

o vector u = ___!_ •

3 r
5. - Dada uma superficie fechada S e três vectores u, v, w

. 1
tais que w =

2'
. rot v e v = rot u, mostrar que

+ ffr (modvy.dT=ff{ ulw.d�+ + ffs u!\ vln.da.

6. - Dada uma calote de superfície S, limitada por um con

tôrno fechado (C), e as funções de ponto U e v, mostrar que

Ifs U.n I,"otv. da= fe u.v I dr-ffs gradU !\ v I n.da.

7. - Utilizando o resultado do exercício anterior, exprimir o

fluxo do vector w = grad U (\ grad V através de S, numa circu

lação ao longo de (C).
8. - Seja um campo vectorial uniforme v (P), irrotacional;

define-se um (:ampo escalar do modo seguinte: tomado um ponto
fixo O, ao q!lai se Iiga o número zero, a cada ponto M faz-se

corresponder o valor da circulação de v (P) ao longo dum caminho

ligando O a M. Estudar, do ponte de vista da uniformidade, e das

relações com v (P), o campo escalar assim definido.

CG
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pelo produto escalar 56; determinação pelo produto vecto

rial 47.
-- de duas curvas duma superficie 179-180.

Anulamento do produto: por um número IO, II, 12, 13, 13-14,

17, 27, 123; externo 44; interno 53; mixto 62; de tensores

122-123.
-- do fluxo 229, 234-237, 253.
-- da circulação 248-249, 25°-251, 253.

Area dum triângulo 48-49;-- plana orientada 49-50; compor
tamento em face das transformações lineares 100, 1°3-1°4;
elemento de -- duma superficie IBo-I8I, 237.

Æssintáticas. Linhas -- 194-195.
Associatividade no produto: por números II, 12, 13, 14,17,27,

124; de elementos dum grupo 97; de tensores 123; de trans

formações lineares 94.
-- na soma: de elementos dum sistema linear 13-14; de

translacções 6, 8; de vectores 17, 27; de tensores 121.

Æxial, Escalar -- 50-SI, 65; vector -- 50-SI, 128.

Axialidade do espaço 50, 126-129.
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Baricentro 38-4°. \( .

eBase duiliá trlultip i6íélade �të'tt1ríal �I, 29; dum sistema linear
16; vector ligadó à uma _I_ 'tr. t)eslizante.

BihtWffl(J./1:82:8 �. � r ,

.

,t\ 1-l:Iv� ,fÓA-"l,� .J'

; OP-QOI .£01 �01 esrínlr

.0,\1-1.'01 í! J .,ih Cjll
'O. f

Campo. Definição I'34; função do ............ 134; escalar ):34; vecto-
, rial 134-135; irrotacional ou'Iamelar 215, 250;12$3-254; coin

potencial 2II, 223, 245, 248-251, 253; solenoidal ou em onte
214, 234-237, 253-254; de velocidades 228; de forças 229; de
Laplace 254; Teoria dos ....l-.u-ó. S 2°3-254.

Cartesianas. Coordenadas- V. Coordenadas.
Centro de g'tavidadé 38-40; de curvatura V. CuriJa.
Circulação. Definição 242; signîficação física 242 ; independên-

cia. em relação aó caminho 244-245, 248,253; teorema de
Ampère-Stokes 245-248; suas conseqüências 248-252; anu
lamento da- w248-249, 250-25t, 253.

Colinearidade de dois vectores 19, 2-23, 33-34, 46-47.
Combinação limar de vectores 28.

Comp(r.entetl dum elemento dum sistema linear 16; dum ele
mento duma multiplicidade vëctoríal 21; dum tehsor 106-
-108; II,)". c �

Composição. Operação de _.,_:;:..... Dum grupo g6-97; num s'istèma
linear 13-14; de translacções 4-9; tensorial 124-129.

Composta. Vector função -- 160-161, 168.

Compressibitidade. Condição de -- 232.
Comutatiuidade no prod. tto : POl' húmeros II, 12, 13 11 I;7, 27,

't2.H de 1 �menios dhrii grupo 9'Z; de vectores 44/ 52, 61';
de tensores 123; de transforrnações lineares Cf4'£.bm u
__

'

'na il ITl'a'. d�-t anglacçoe� 6-8; de elementos dum sis
ternaIín (iiI - '4; 'de"vë lore�' 17, 27; de �ensru;e� 'I2�r�i\� }-. c d I {IJ')' tConcavidatrer S'éntí Ó aa -- duma curva num pomo ;r82-183.

Co)i j;úo '&0 &páçlf 2� • 0, � ur) (J.JConseruatiuo, Fluxo -- 235, 251-2�2, 253.
C01z?i1lltVM � Hùm vee or fun �� 'de ponto 13P- 41. ,,:\\�CoJtfllèPd'o ,Jí \e'Ii 6re' 25- 29.,-1 ',') \; _

\

Contraoariantes, Componentes -- dum tensor 106-108.
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26.r.

Convergência duma série de vectores 157. \

Coordenadas cartesianas �O'3,3, tran rrnações de,� 8.3-89,
., tj r' I c r- t'; )

suas ínterprètações 89-91, 19,<j-I08 i
�- dum vector deslizante: cartesianas Bo, ,eçtori,ai 78-79;

- curvihneas 162-163, 168-173;
linhas -- 162-163, 169-17°;
superffcies --.169-17°'

Coplanaridade de três vectores 19, 23-24. 34, 62.

r Ç9varia�tfs. ,Component� �rd"m tensœ I06,I08"

rr Cramer, Regra de..-..rl-rn 6S-Q6. , 'I.

Ct;iRa odógrafa durn vector J31; ( Il� r Í'>u�j

comprimento de arco 15[-];54. WB; t',,--..f.� .�l�

centro de curvatura 184; <-

números Jígados a um ponto s, curvatura- ci flexã"o 184,
186-189; torsão 185-189; curyatura total lB? ; 1:000 de 'Cur

vatura 184; raio de torsão 1l}S.i
planos ligados a um ponto : osculador il;8�1l83; normal 182;
rectificante 182;.... (

(

vectores ligados a um j)Qpt_9: tangente, 148-.L5I; normal

principal 181-182; binormal 1;82-;
indicatriz: das tangentes ;r8a' das, binorrnais lBS.

Curuatura de curvas v. Curua : de curvas numa superfície v.

Superficie ; de superfícies V. S1:lPe.rficif,
Curuilineas, Coordenadas-- 162-163, 168-173-
Çurvilineo. ��egral--17S-176.

'J

-rt�b
eh B

1l1I£

Decompostção dum vector 21, 26, 31.

Dependência linear: de elementos du sistema linear 14-16 ;

de vectores 21-25.

Derivação ordinária de vectores 142-176; �!1nsorial e dirigida
de escalares e vectores 197-202; dUI1l,PPl!tQ 147'

Descontinuidades num campo vectorial 2� ,.;;!36.
Deslizante. Vector--: definição 20; morn, to v, Ir{ommto:

coordenadas v. Coordenadas. 1

Diferença de translacções 7, 9; de v€fcto e 2�; ie. tensores 121.

Diferencial. ector -- 150'151, 162) 165, 16� j ope ador �

v. Operadores.
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Dimensões dum sistema linear 15-16; duma multiplicidade
vectorial 20-26, 29.

Directores. Cosenos 32-33,36; parâmetros - 35.
Distância de dois pontos 55-56; gradiante da �213.
Distributiuidade do produto: por números IO-II, 12, :L3, 14, 17.

27, 124; de vectores 42-43, 52; de tensores 123.
Divergência (operador) v. Operadores.
Divisão vectorial 45, 79-80.

Eixos coordenados 30.

Equação cartesíana : duma recta 57; dum plano 37-38, 57, 63 ;
duma circunferência 56; duma superfície esférica 55;
-- vectorial: duma recta 34-35, 132; dum plano 36, 57.
62-63, 133; duma superfície esférica 133-134; duma hélice
circular recta 132; da odograía dum vector 132-133.

d e Laplace 219.
Equações cartesianas: duma recta 35-36; duma hélice circular

recta 132;
-- paramétricas: duma recta 35; dum plano 36.

Equipolência de segmentos orientados 3-4; de vectores 19.
Equipotenciais. Superfícies -- 134.
Escalar. Campo 134; grandeza -: definição 19; axial

50-5 r, 65; polar 50-SI; produto - ou interno 51-60, 102.
Externo. Produto - ou vectorial 41-51, 103,

Flexão. Curvatura de -- 184, 186-r89.
Fluxo, Definição 227-228; significação física 228-229; teorema

do (Gauss) 230-234, 252; suas conseqüências 234-242;
anulamento do 229, 234-237; 253; - - conservativo
235, 251-252, 253.

Fonte dum campo 229, 234.
Fôrça, Linhas de - 229; tubos de � 229, 235.
Formas quadráticas fundamentais da: teoria das superficies.V. Super(icie.
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Fórmulas goniométrfcas 58-60; de Taylor 156-157, roo; de

Frenet 183-186; de Green 239-241; de Riçmann 252.

Frenet, Fórmulas de=--c-- 183-186.

Função dum Campo 134; harmónica 219. 239-241 i regular 219 ;

primitiva dum vector 173.
Fundamental, Tensor c=-e- pu unitário II7-118.

oó-Q

263

Gauss. Parâmetros de -r62-163; teorema de --v. Teorema.

Geodésica. Curvatura -- 193-194; linha -- 194.

Gradiante (operador) v. Operadores.
Gravidade. Centro de -- 38-40.
Green, Fórmulas de�239-2.P.
Grupo ¢-101.

Harmonica, Função -
- 219,

Hélice circular recta 132.

Hemisimetria de sistemas e tensores IJ5-111.

Homogénea, Relação linear e -IS.

Identidade. Elemento dum grupo 97; transformação linear 96;
de Lagrange 56-57.

]gllaldade de translacções 3, 4; de vectores 11,27; de tens ores

114-115.

Incompressiõilidade, Condição de - - 234 .

• _ Independência da circulação em relação ao caminho 244-245,

248, 253; � linear.: de elementos dum sistema linear

14-16; de vectores 21.

Indicatris. V. Curva.

Irifinitcsimos vectoriais 135-138. eb 28

Integral de vectores 173-176.
Interno. Produto -- ou escalar 51-60; 102,
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Inoariantes çorn transformações Iineares 99-1Ó4 j operadoresdiferenciais 207-208, �8.
Inoerso. Elemento dum grupo 99; transformação linear 94-96Irrotacional. Campo - v. Campo.
Isotérmicas. Superficies 0-134-

Kronecker. Símbolos de -- 26.

-8

Lagrange. Identidade de_- 56-57.
Lamelar ou irrotacional. Campo -- v, Campo.
Laplace. Equação de � 219 j campo de -- 254.Laplaciano 218-222, 225-226, 239-2,Ç.r.
Limite dum vector 138-141
Linear. Relação -- 14-15; combinação -- de vectores 28;

dependência -- v. Dependência ; independência -

v. Independência ; sistema -- 13-16; multiplicidade-vectorial 20-29; operador .............. vectorial v, Operadores ;
transformação -- 83-104.

Linearidade dos operadores de rotação no plano 72, 14; dos
operadores diferenciais �2-144, 2Q6-.:;l07 i da matriz operador duma transformação linear go.

Linhas coordenadas 162-163, :tÓ9:.l"]Qj assintôticas 194-195 j
geodésicas 1,9+; de força dum campo 229; de singular idade
dum çam'p0 250.

Livre. Vector -- 16- I�� Id 1 1. .

,80!:-í'OS:
.o

<to ,)

Matr;� duma tran5ÍormaçãoJineal!.B8Jog �

Medida algébrica dum segmento orientado sa m I

M4trica das curvas el as supeatïeíes .J5P-_I54. I77-1:81r; genme-
triah--"...IQ}. r

Meusnier. Teorema de � 193. r

MixtQ. Produto t+-rl d très vectores 6p-66.
J) D IbI
< b 01ll3ID
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,

. Módul1) dum segmento orientado 2; dum vector livre 18, t02;
duma transformação linear-Bê-Bç,

Momenta dum vector desliaante : em relação a um ponte 76-77 ;
em relação a um eixo 80-81 f -- fesnltantè dum sistema

de vectores deslizantes 77-78.
,..

Multiplicação v. Produto.

MultiPlicidade linear vectorial 20-29.

.1

'.lb

Nabla. Operador -- 208-209.
Nível. Superficies de -- 134.
Normais. Equações --.da recta 35.
Normal. Plano -- a uma curva IB�; �-principal a urna

curva 181-182; _- a, uma superfície 165-167, 189-19q.
Nulo. Elemento -- dum sistema linear 13-.14; vector � 17.

27 ; tensor -- II4.

Odôgrafa, Curva 1;31"; superfície Œ32-1330

Operador D (matriz) go; L (limite) 139-140; .«. (derivada)
142-147.

'
- du

Operadores lineares no plano 7°-75: rotação recta 71-13 ; rota

ção geral 73-75 ;

e G� � dilerenciais 203-22Ó: grad. 203, 205-2og, 209-21�. 238;
b teorema do� 237. 252';' div. 20 , 205'-2og; 2f4-215, 238;

teorema da -- v. teor. do fluxo; rot. 2°4-2°9, �I5-218, � 8;
teorema do -- 237 ; V (nabla) 208-2l:ig. J

Invariância dos -- 207-208, 238.
-- duplos 218-226.

Opostos. Segmentos dirigidos 2; vectores 19.

Ordem duma multiplicídade .... ectortaí !l9í dum siStema log;
dum teusor.z rá,

Urientqção d,uIll; egmenio 2; dum- istetna dé -eí os gO-31;
duma área plana 49-5°; dum volume 64'65; d

.

spaço

(axialidade) 50; da normal a.uma superffcie'2127 i durtí èle
mento de área a3q dl),(per:cu:rso sõbre uma éut\Í" 243. '
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Ortogonal. Transformação linear 93, 102-104;
Ortogonalidade v. Perpendicularidade,
Osculador, Plano -- duma curva 182-183.

Paralelismo. Condições de --: de dois vectores 22, 33-34,
46-47 ; de rectas, de planos, de recta e plano 58.
Invariância com o grupo das transformações lineares 99.

Paramétricas, Equações -- V. Equações.
Parâmetros directores da recta 35; de Gauss 162-163.
Perpendicularidade, Condições de........,_,_: dedais vectores 57 ; de

rectas, de planos, de recta e plano 58.
Comportamento e.m face das transformações lineares

99-100•
Plano. Equações 36, 37-38, 57, 62-63, 133; perpendicularidade

e paralelismo de � a recta e plano 58; tangente a uma

superfície 164-165, 166, i.9o; normal a uma curva ;r82.
Polar. Escalar -- 50-SI ; vector -- 50.
Potencial-escalar 21I, 223; -vector Z2S ; vector s-e-c- 223; campo

com � ZII, 223, 245, 248-250, 251, 253.
Primitiva. Função � - dum vector 173.
Produto por um número: duma translacção 9-13'; de elemen-

tos dum sistema linear 14; dum vector 17,27; dum tensor

123-124 ;
� de vectores: escalar 51-60, 102; vectorial 41-51, 103;
mixto 60-66; duplo vectorial 66-68; de 4 vectores 68-70;
-- de elementos dum grupo 96-97 ;
� tensorial 108-lI2;
�� dé tensores '1:21-123.

Recttficant«: Plano � duma curva 182.

Rectificável. Curva _____, 152.
Reflexiva. Propriedade, � .,..__: da equipolência 4; da igualdade,

4t 17, 27·

Regular. Ponto -- duma curva 148; função -- num domí
nio 219.
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Relação linear �4-IS ; -- e homogénea 15.
Resultante (ou soma) de translacções 4-9; momento -

v. Momento.

Riemann. Fórmula de --252.
Rotacional (operador) v. Operadores .

.
'

Sem [onte, Campo�v. Campo solenoidal.
I Sërie de vectores 157, 160.

Serret. Triedro de _____...._ 181-183.
Sùnetria de sistemas e tensores IIS-II7.
Simétrica. Propriedade --: da equipolência 4; da igualdade

4,17,27·
Singularidade dum campo escalar 249-25°.
Sistema ro8-log;""'__"'" linear 13-16.
Solenoidal. Campo,-- v. Campo; vector - v. Vector.

Soma de translacções 4-9; dum vector livre com um ponto 19;
de vectores F], 21, 27; de elemento dum sistema lineal'

13-14; de tensores 120-121; duma série convergente de

vectores �S7.
Sub-grupQ 98. b

Subtracção v. Diferença,
Superficie. Equação vectorial 133; - como odógrafa dum

-vector 132-133; -- esférica v. Equação; coordenadas cur

vilineas numa � 162-163; métrica numa -- 177-181 ;

primeira forma quadrática fundamental 177-178; segunda
forma quadrática fundamental 19°-;£91; curvaturas duma

- (média, principais, total) 195-196; curvaturas das cur

vas traçadas numa --: geodésica 193-194; normal 191-

193; linhas numa --: assintóticas 194-195; geodésicas
194; normal a uma-- 165-:r6?, 189-190, plano tangente a

uma 164-165, 166, 190; secção normal a uma �- 193;
-�com uma só face (Mobius) 227; integral de� 176.

Superfícies coordenadas 16g-I70; de nível 134; equipotenciais
134 ; isotérmicas 134.

Suporte dum vector deslizante 20.

267
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IP4- 65. 6q, 1<9Q; t,J;i-eçl,r:o l""J:}""" !,'1£)-l.'12• I

Taylor; Desenv Ivlmentoa de"""rtm' fs6-�51í. roo�
T�� Qr.J;?t;fiRi ã } 2 �I5'-rtx-}lulÇl ,I;q� símplesn rg ; sirné

e t�'cp, q7 i p.�mJ.sitllétl)\Cf.l. �J] j �ndam.�\al 'Ou unitário

Il J(J.I�i): )jI.l8�H91) ?(h�9 ;,.çQ1!tl'aí�Q doutro 125-

Tm r;W ft Qduto'�I)- g6.-I,1f!; CQmpo$�ção� t24�I29·
Il'e%11(1if 4QS acréscimç :{ín tQS 159'I.6o ; de Meusnter 193 i de

I u�iciàPde 24I-2�2' de Ostrogradsky-Gauss 230.-234, 252;
suas conseqüëncias 234-242; de Ampère-Stokes 245-248,

,,25ª:_suas conse.qüen��J2�-252; do gl'jldjap.te 237'0 :252;

� _otaçi. PlIl237, I b �.(., Ir f" ir» 1

Torsão duma curva ��-I89. oqm 'I : 08 Qi , �

Tr91JallJo., 6,0, 242, 245, 246. i ('>, Ir i , .. rI m

Tœpf}o/,maçõ,s lineqr�s,fl3-�04. (

Transitiua, Propriedade --: da equipolëncla 4 ; �a igual dade

4, 17,27·
Translacção. Definição 2-3; nula 4; composição 4-9; multipli-

cação por um número real 9-13.
Triangule. Área dum -- 48-49; sua orientação 49-50.
Triedro de Serret 181-183 i tangente 170-172.
Tubo de força 229.
Turbilhão (ou rotacional) v. Rotacional; campo sem

v. Campo irrotacional,

Unicidade. Teorema de -- 241-242_
Unidade. Elemento '-- dum grupo 97.
Unitária. Vector 19 ; tensor 117- II8.

Uniformidade no produto: por um número IQ, II, 12, 13, 17,
27, 124; de elementos dum grupo 97; de tensores 123; de

transformações lineares 94; na sorna : de translacções 6, 8 ;
de elementos dum sistema linear 13-14; de vectores 17, 27;
de tensores 121;
-- dum campo escalar 2II, 223 ;
não -- dum campo escalar 249-25°.

Uniuocidade dum campo vectorial 135.
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V-utor. Definição 'I6-17; caracter -analltico i6-18, �b-2\}; ima-

gem geornétrtca-xê ; concepção' do poiito de vis a do cál
culo tensorial. '[0,3-106, 113; evolução histbrièà Clo con

-errne eette I ; livre 'I.6-17; axial 50-SI, 128; polar :Jo; deslizante
11£J r v. DtsUza"te .. fixo \20; nùld 17, 27; unitário T9; t

equipo
lente doutro 19; oposto a oütro 19; db espaço euclídeano

Cl n-dimensional 2";/;""""""_ únU/àde duma multípltcldade vee

eh ; torial 29; """"'_'_'éSPaço duma curva 131; solenoidal 214;
: Sf'S: �p-oteDeiàl 223; potencial � 225; simbólico V (nabla)

208-2og;
- V otoria]. Grandeza 19; multipllcièlade linear 20-29;�produto

-- ou externo 41-51, 103; duplo produto 66-68; divisão

45,79-80; campo 134-135.
Volume dum paralelipípedo 63, 64; � orientado 6�,65; com

portamento em face das transfórmaçõ es lineares 100, 104
sb integral de � 1']6.
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ERRATA

Pg, Linha Onde se lê Leia-se

132 5 x! = 'fJ (u) xj = 'fI (u)

136 última uma conseqüência é uma conseqüência

220 5 (a contar {I2F {I2F {I2F {I2F
{IU2= (IVa

=0 --=-=0

de baixo) {IU2 õV2

255 3 (a contar no segundo membro da igualdade
de baixo) leia-se

1 3
- 3,alb+5 .(a I r).(b I r).

r r
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